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1. INTRODUCTION

Dans son article de 1993 [7], Vlad Sergiescu (Université de Grenoble I) nous
offre une nouvelle nouvelle fagon de présenter le groupe de tresses en considérant un
graphe ou les brins partent des sommets du graphe. Il nous démontre que n’importe
quel graphe a n sommets engendre le méme groupe de tresses, B,,, que celui donné
par Emil Artin en 1925 [1].

Ce mémoire commence par une définition dans la Partie 1.1 de cette présentation
donnée par Artin, et il continue avec une discussion du vocabulaire des graphes et
leur role en définissant le groupe de tresses dans la Partie 1.2. Puis dans la Partie
2, on introduit la théoreme principal de I'article de Sergiescu et ses lemmes dans la
Partie 3.1. Dans les Parties 3.2 et 3.3, il s’agit de les démontrer. On termine avec
une discussion de quelques conséquences du théoreme dans la Partie 4.

1.1. Le groupe de tresses. 1l y a plusieurs fagons de décrire le groupe de tresses.
On commence avec une idée visuelle donnée dans le livre de Dehornoy [2]. Le groupe
de tresses est un plongement dans le cylindre, D? x I, de plusieurs copies de l'in-
tervalle I = [0,1] qui descendent d’une fagon monotone et qui laisse croiser ces
intervalles les uns sur les autres.

Définition 1. Un brin est un plongement f : I — D? x I qui commence & un point
f(0) = p au-dessus du cylindre et qui termine d un point f(1) = p’ directement en
dessous de p.
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Un n — brin est donc n copies de lintervalle I = [0,1] dans le cylindre qui
commencent aux points pp,...,p, et qui terminent aux points pj,...,p), qui se
trouvent directement au-dessous des points d’origine. Voir la Figure 1 ci-dessous.

Figure 1.
On voit qu'un n — brin définit une permutation de n éléments.

Définition 2. Le groupe de tresses est l’ensemble des n — brins a déformation
prés avec lopération de concaténation suivie par réparamétrisation pour réduire
Uhauteur du cylindre de deux a un.

On dit que deux brins sont équivalents si on peut étirer ou bouger les brins sans
les briser en gardant les extrémités constantes.
Cette description s’accorde avec la remarque de Fadell et Neuwirth [3] : Soient

Y, le groupe symétrique
50_1\17” = {(R*)" — {(x;) | 3i,J tel que x; = ;}}, et

Conf" =%, \ CTO—;L_f/n.

L’ensemble Conf™ est donc le sous-ensemble de (R?)™ dont les éléments ont

des coordonnées deux & deux différentes. Le quotient Conf™ = ¥, \ Conf" est
I’espace de configuration de n points. Cela veut dire qu’un élément dans Con f™ est

I’ensemble de toutes les permutations sur un élément de Con f™. On peut considérer
un élément dans Conf™ comme un ensemble non ordonné de points dans R2. Un
chemin dans cet espace est donc une fonction continue f : [0,1] — Conf™ tel que
f(t)={t1,...,tn} ot t est dans [0,1] et ¢; est dans R2.

Dans la Figure 1, un chemin f correspond de n intervalles de 0 & 1 dans un
cylindre. Aussi f(t) décrit Pemplacement de chaque brin comme un ensemble d’élé-
ments distincts de R%. On peut visualiser f(¢) comme I'intersection orthogonale du
plan R? avec le cylindre & la hauteur ¢. (Voir cette intersection dans la Figure 1.)

Soit S un ensemble de n points distincts dans R2. Alors, S est un élément dans
Conf™. Quand on prend le groupe fondamental, 7(Conf™;S), on a le groupe de
tresses. Cela formalise la description donnée dans la Définition 2.
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En 1925, Emil Artin nous donna une présentation du groupe de tresses. On consi-
dere la situation ot n points de départ pour n brins sont dans une ligne directement
au-dessus de n points d’arrivée. On note o; pour 2 < i < n le brin ou le i-eéme brin
passe au-dessus du ¢ — 1-eme comme dans la Figure 2.

1 -1 (T, I n

Figure 2.
Son inverse, o, L et 1’élément neutre, idp, , sont respectivement :

1 -1 ! I M

Figure 3.

Figure 4.

On peut voir que si on concateéne les brins des Figures 2 et 3, on a bien le brin
de Figure 4. En outre, si 'on ajoute le brin de Figure 4 & un autre brin, o', cela ne
change pas de croisements du brin. Des lors on a que idp, agit comme ’élément
neutre de B,,. Artin démontra que les o; et leurs inverses engendrent le groupe de
tresses, et il donna la présentation suivante :

Présentation d’Artin : Pour n > 2, le groupe de tresses B, a pour présentation

<0’1,. ey On—1 ‘ 00 = 040 for | i—j |Z 2, 0;0;4+10; = Ui+10'i0'i+1>~

La premiere relation devrait se comprendre intuitivement ; si on a deux croise-
ments engageant quatre brins distincts, on peut glisser un croisement au-dela de
lautre. (Voir la Figure 5.)
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= co b o fl=2
::ll.::lr. '”f'”.‘ = r— lrl.__

1 1 I

Figure 5.

La deuxieme se voit dans la Figure 6 suivante :

Figure 6.
::II.::I 1|::l { }I. +1.|'l|..|'|-l. o
M 1
— e =

On a le ¢ — 1-eme brin qui passe derriere les autres pour terminer au i + 1-eme
point d’arrivée, le i+ 1-eme qui passe au-dessus des autres pour arriver au i — 1-eme
point et le i-eéme qui passe entre les deux pour terminer dans la i-eéme position.

Cela nous donne une présentation qui rend les calculs plus faciles & manipuler et
qui donne une approche plus combinatoire a 1’étude du groupe de tresses.

1.2. Les graphes. Le but de cet article est de généraliser la présentation du groupe
de tresses en considérant différentes positions des points de départ et des combinai-
sons différentes des croisements qui engendrent le groupe de tresses.

La présentation donnée par Artin est simple; elle utilise une position alignée
des points de départ, et elle est engendrée par les croisements de brins voisins.
Cette présentation a I’avantage d’étre facilement visualisée et manipulée d’une fagon
combinatoire. Cette organisation des points voisins liés par des lignes est un cas
particulier de ce que 'on appelle un graphe. On traitera d’abord ce que c’est un
graphe puis le lien avec le groupe de tresses. Avant de définir un graphe, il nous
faut quelques définitions de base données par Lima [4] :
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Définition 3. Une aréte, o, est un sous ensemble de R™ homéomorphe a [0, 1], et
les images des points 0 et 1 sont les sommets. L’intérieur d’une aréte est appelé
une aréte ouverte. En fait, une aréte ouverte est une aréte sans les sommets.

Cela nous amene a la définition d’un graphe :
Définition 4. Un graphe, I, est la réunion des arétes qui satisfait auzr conditions
susvantes :

(1) L’intersection de n’importe quelle paire d’arétes distinctes est soit vide soit
Uensemble d’un ou deuxr sommets.

(2) Un sous-ensemble I' C T est fermé (respectivement ouvert) si et seulement
si IV N o est une aréte fermée (respectivement ouverte) pour chaque aréte,
o dans T.

Plus simplement, un graphe est composé d’un ensemble de points, ou sommets,
liés par des arétes. Si 'on a deux graphes, I'; et I's, on note

S(T'1) = lensemble des sommets de I'y

et s1 S(I'1) = S(T'2), on dit que I'y et I'y ont mémes sommets.

Dans l’article de Sergiescu, on ne considere que les graphes qui peuvent s’écrire
dans le plan, ou les graphes planaires. Aussi, dans 'article, il s’agit toujours des
graphes connexes, c’est a dire, tels que chaque paire de sommets est liée par une
suite finie d’arétes.

Exemple 5. Soit I la figure suivante :

Alors T est bien un graphe connexe a six sommets, et o est une aréte.

Exemple 6. Soit I' la figure suivante :
1 2 n-1 n

Alors T' est bien un graphe conneze avec |S(I')| = n. En fait, on appelle ce type de
graphe un n-arc [8].

Définition 7. Soit I' un graphe. Un circuit est une suite finie d’arétes de T,
01,09,...0y,, 04 les sommets u; et v; de o; vérifient u;y1 = v; pour tout i €
{1,2,...,n—1} et ug = v,.

Remarque 8. D’abord, on constate qu’un circuit est connexe et si on enléve l’inté-
rieur d’une aréte, on a encore un graphe connexe. En effet, si on enleve lintérieur
d’une aréte o; ayant u; et v; pour sommets définis comme dans la Définition 7 d’un
circuit, 01,02, ...0n, on peut aller de v; a u; Par 0;4104+2...0p01 ... 05_1.

Une boucle est une aréte dont les deux sommets sont confondus (voir Figure 7
ci-dessous).
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i¥

Figure 7.

Pour les graphes dans le papier de Sergiescu, on suppose qu’il n’y a pas de boucle,
c’est a dire que toute aréte a deux sommets distincts.

Les exemples 5 et 6 n’ont pas de circuits. Ce sont des graphes que 1'on appelle
des arbres.

Définition 9. Un arbre est un graphe, I', qui est conneze tel que I' — into n’est
pas connexe pour toute aréte o du graphe.

On voit qu’un arbre n’est pas forcément un graphe fini (i.e. qu’il a un nombre
fini d’arétes et donc un nombre fini de sommets). D’apres la Remarque 8, pour T’
un graphe connexe, I' est un arbre si et seulement s’il n’a pas de cycle. En effet,
la Remarque 8 implique la contition suffisante et la contraposé de la condition
nécessaire. En effet, si I' n’est pas un arbre, il existe une aréte, o avec sommets
u et v telle que I' — into est connexe. Cela implique qu’il existe un nombre fini
des arétes o1,...,09 aux sommets u; et v; tels que u; = v, u; + 1 = v; pour tout
i€ {l,...,n—1}, et v, = u. Donc on aurait que I" a un circuit.

Si I' est un arbre fini, on a la propriété suivante :

Proposition 10. Chaque arbre fini a un sommet libre, c’est a dire un sommet qui
apartient a une seule aréte.

Démonstration. Soit T un arbre fini & n arétes. On considere o une aréte de som-
mets uy et v1. Si vy est libre, on a terminé. Sinon, v; appartient & une autre aréte,
o9 de sommets us = vy et vo. Soit vy est libre, soit il appartient a une autre aréte.
Comme le graphe est fini, soit on arrive & un sommet libre, soit on tombe sur un
v; qui coincide avec un u; obtenu avant. Cela nous donne un cycle, qui n’est pas
possible dans un arbre. Donc il faut que chaque arbre fini ait un sommet libre. O

Un graphe fini a un nombre fini de sommets, mais un graphe avec un nombre fini
de sommets peut étre infini. Par exemple, on peut avoir un graphe a deux sommets
avec un nombre infini d’arétes qui les joignent. Si le graphe est un arbre, un nombre
fini de sommets implique un nombre fini d’arétes car cela ne peut pas arriver qu’il y
ait plus qu’une aréte entre deux sommets. (Autrement il y aurait un circuit.) Dans
I’article de Sergiescu, il s’agit toujours des graphes localement fini, autrement dit
tels que chaque disque borné dans le plan ne contient qu’un nombre fini d’arétes.

Maintenant, il nous faut quelques notions pour décrire un graphe :

Définition 11. Soit I' un graphe. Un pseudo-cycle irréductible est un ensemble
d’arétes qui décrivent un circuit fermé de I' qui borde un disque ne contenant pas
de point du graphe dans l'intérieur. Un retournement est deuz fois la méme aréte
dans un pseudo-cycle irréductible.
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Un circuit fermé qui borde un disque n’est qu’un circuit tel que son intérieur, D,
est homotope a un disque. On regardera quelques exemples.

oy

Exemple 12.

Le graphe de I’'Exemple 12 est un exemple simple d’un pseudo-cycle irréductible,
et on voit facilement dans la Figure 8 suivante que ’on a un circuit fermé qui borde
un disque, marqué avec la fleche, et sans point dans l'intérieur.

Figure 8.

On considere I’Exemple 13 qui est un peu plus compliqué :

Ly

Exemple 13.

Le disque bordé par cet pseudo-cycle irréductible est indiqué dans la Figure 9
suivante :
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Figure 9.
Voici un exemple d’un pseudo-cycle irréductible qui a un retournement :

Exemple 14.

iy

A gauche, on voit la disque bordé par ce pseudo-cycle, et & droite, on a le re-
tournement marqué avec A et R indiquants I’aller et le retour respectivement.
On introduit quelques notions importantes pour décrire un graphe.

Définition 15. Soit I" un graphe. On appelle noeud tout sommet ayant au moins
trois arétes. La valence d’un noeud est le nombre d’arétes qui en sortent. La valence
d’un graphe, v(T") est la somme des valences des neuds. La complexité de ' est le
nombre total de pseudo-cycles irréductibles de T'. Elle est notée b(T') et appelée le
premier nombre de Betti de T.

Regardons quelques exemples. Dans ’Exemple 5, v(T') = 6, b(T") = 0, et les deux
neceuds sont les sommets de o. Dans 'Exemple 6, v(I') = 0 et b(I') = 0. Exemple 12
est un graphe sans nceud mais avec b(I') = 1. L’Exemple 13 nous offre un graphe
avec b(I") = 2. Le premier pseudo-cycle est déja marqué dans la Figure 9 est I’autre
est dans l'intérieur du triangle.

Comme on ’a dit au début de la Partie 1.2, le but de cet article est de généraliser
la présentation donnée par Artin, donc il faut expliquer la relation entre un graphe
et le groupe de tresses. On note Br le groupe de tresses a |S(I')| brins partants des
sommets de I'. Alors, Br >~ B|g(r))-

On considere le graphe vu dans 'Exemple 5; on associe a chaque aréte, o, une
tresse o vue ci-dessous :
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Tr/

En suivant la méme notation que Sergiescu, on note o pour l'aréte géométrique
et aussi pour la tresse associée.

On voit dans la Figure 2 et ’'Exemple 6 que la présentation d’Artin n’est qu’un
cas spécial d’un graphe a n sommets sans aréte multiple, ou un n-arc. L’intérét de ces
nouvelles descriptions du groupe de tresses est qu’elles apparaissent naturellement
dans des contextes géométriques. Le but de cet article est de démontrer que pour

tous graphes ayant les mémes sommets, quelque soient leurs arétes, ils engendrent
le méme groupe de tresses défini par la présentation simple d’Artin.

Figure 10.

2. LE THEOREME

On rappelle que dans le papier de Sergiescu, il s’agit toujours de graphes connexes,
planaires localement finis sans boucles. C’est a dire qu’on considere des graphes tels
que

— pour z, y deux sommets quelconques, il existe une suite finie d’arétes qui les

relient,

— ils peuvent étre décrit dans le plan,

— dans chaque disque borné dans le plan, on trouve un nombre fini d’arétes, et

— chaque aréte relie deux sommets distincts.

On note Br le groupe de tresses & |S(I')| = n brins partants des sommets de
I". Le résultat principal de cet article est que pour n’importe quel graphe connexe,
planaire localement fini sans boucles a n sommets, les arétes engendrent Br ~ B,
le groupe de tresses a n brins. Formellement,

Théoréme 16. Le groupe de tresses Br a la présentation (Xr, Rr), ot
Xr ={o | o aréte de T'}

et Rr est formé de quatre types de relations suivants :

(1) disjonction : si oy et oo sont disjointes, alors
0109 — 02071.
(2) adjacence : si o1 et o2 ont un sommet en commun alors :
010201 — 020102.

(3) nodale : si o1, oq, et o3 ont un seul neud en commun et sont disposées
dans le sens horaire comme vu dans la Figure 11, alors :

01090301 = 020301092 = 030109203.
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Figure 11.

(4) cyclique : si o1...0, est un pseudo-cycle irréductible (i.e. oy...0, dé-
crivent dans le sens antihoraire ' un circuit fermé de T qui borde un disque
ne contenant pas de point du graphe dans lintérieur comme dans la Figure
12) et si o1 n’est pas Ualler ni o, le retour d’un retournement alors

01...0pnp_1 —=092...0q.

Figure 12.

01...0p-1—=092...0p, =03...0p01 —=...=0p01...0n_2

Si on est dans le cas de la présentation d’Artin, le 3 et 4 ne sont pas applicables
car dans ce graphe simple, il n’arrive jamais que I’on trouve un cycle ou un sommet
avec trois arétes. On voit que avec les relations 1 et 2, cette présentation correspond
a la présentation d’Artin. Sergiescu inclut comme Corollaire 0.1 la remarque que
si I' est un arbre, alors le groupe Br admet la présentation (X1, Rr), ol seules les
relations 1, 2, 3, et 4 du théoreme apparaissent.

La quatrieme relation vaut un peu plus d’explication. Pour mieux visualiser cette
relation, on considere un cycle irréductible & six sommets dans la Figure 13.

Figure 13.

Dans les exemples de Figures 12 et 13, il n’est pas nécessaire de préciser que oy
n’est pas ’aller ni o, le retour d’un retournement car il n’y a pas de retournements.

1On constate par les Figures 5 et 6 du papier de Sergiescu, qu’il voulait dire dans le sens
antihoraire au lieu de horaire.
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Dans la Figure 14, on revient & ’Exemple 14 dans la Partie 1.2 d’un pseudo-cycle
irréductible qui a un retournement :

Figure 14.

On rappelle que le retournement est marqué avec A et R indiquants I’aller et le
retour respectivement. D’une facon générale, la relation 4 nous donne des relations
de la forme suivante :

/ ’ o ’
ol e O] =0g... o
~~ ~~
pas un aller pas un retour

Ici, cela nous donne les relations suivantes :

010203 = 020’%04 = 030'401

030401092 = 04010203

et pas la relation :

0'%0’40‘1 — 03040102
——

Le premier o3 est un aller

040109203 — 0'10'20%
N—_——
Le dernier o3 est un retour

Cela termine notre discussion du Théoréme 16. La reste du papier va étre consa-
crée a le démontrer.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 16

Le théoréeme se démontre par une sorte de récurrence sur le type ou “complexité”
du graphe, en commencant avec le cas d’un arbre fini (par récurrence sur la valence),
puis un graphe fini (par récurrence sur la complexité), et enfin on traite le cas d’un
graphe infini.

Trois lemmes vont nous aider a démontrer cette récurrence. Le premier lemme
démontre les relations 3 et 4 pour les graphes tres simples. Les autres lemmes vont
nous aider a I’étape de récurrence.
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3.1. Les lemmes.

Lemme 1. On considére un graphe I'.
(1) SoitT'y le graphe :

Si T’y est un sous-graphe de T', dans le groupe Br, on a 01020301 =
09030109 — 030109203.

(2) Soit T'a un pseudo-cycle irréductible dans T' par exemple, celui de I’Exemple
13 :

Si o1 nest pas Ualler ni o, le retour d’un retournement, alors dans Br,
on a

01...0p—-1 —=092...0np.

Les deuxieme et troisieme lemmes nous permettent de passer d’un graphe a un
autre en enlevant ou en ajoutant une aréte.

Lemme 2. Soient o1 et o9 deuz arétes voisines d’un graphe, I', qui ne font pas
partie d’un cycle. Soit T/ =T U {7} le graphe obtenu en ajoutant une aréte v ¢ T
comme ci-dessous :

Figure 15.
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Si le théoréme est vrai pour T, alors il est vrai pour IV. 2

Le deuxieme lemme nous donne le droit d’ajouter une aréte en sachant que
le théoreme reste vrai pour le nouveau graphe supposant qu’il était vrai pour le
premier. Le troisieme lemme fait le contraire : si on enléve une aréte d’un graphe
pour lequel le théoreme est vrai, le théoreme est encore vrai pour le nouveau.

Lemme 3. Soit 7 une aréte d’un graphe T qui borde un seul pseudo-cycle irrédu-
cible qui est un triangle To102. Si le théoréme est vrai pour I', alors il l'est aussi
pour T' oo T =T — 7 (voir Figure 15).

3.2. Démonstration des lemmes. Si on a le graphe de la Figure 16

¥y
F
” .
Figure 16.
on a la relation de triangle :
0203 — 0301 — 0102.
Cette relation se voit dans la Figure 17.
(T
H] o

Figure 17.

On utilisera cette relation dans les démonstrations des lemmes. On commence
par la démonstration du Lemme 1 :

Démonstration. D’abord, on traite la premiere partie du lemme.
(1) Soit I'; le graphe :

20n constate que dans son papier, Sergiescu voulait dire “Si le théoréme est vrai pour Br,
alors il est vrai pour Bp/” au lieu de “Si le théoréme est vrai pour By, alors il est vrai pour Bp”.
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On veut démontrer dans le groupe Br,, on a
01090301 — 020301092 — 03010203.

On consideére le graphe I'} suivant :

LE

On va appliquer la relation de triangle aux arétes o1, o2, et 73 pour avoir

(31) 0109 = 0273 = T307.

Aussi, comme o3 et 73 sont disjointes, on a

(3.2) 0373 = T303.

Cela nous donne

01020301 = (0'27‘3)0'301 (31)
0'2(0'37'3)01 (32)
= 0'20'3(0'10'2) (31)

Mutatis mutandis, on arrive a I'autre relation :
090301092 — 03010203.

(2) Soit T's un pseudo-cycle irréductible. On reprend le méme Exemple 13 :

On veut montrer que si oy n’est pas 'aller ni o, le retour d’un retour-
nement, alors
01...0p_1 —=092...0q.
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On fait par récurrence sur la longueur du pseudo-cycle irréductible. Si
n = 2, le résultat est clair car 07 = 03. Si n = 3, le résultat provient de
la relation de triangle. Donc, on suppose que le lemme est vrai pour n — 1.
On considere le graphe ot 'on ajoute une aréte § de fagon que o1, 03, et 38
soient un triangle. Dans I’exemple, on a :

Cela nous permet d’utiliser la relation de triangle :
(33) 023 = o1 = 0109.

Maintenant, on a un pseudo-cycle irréductible de taille n—1: Bo3...0,_10,.
La hypothese de récurrence nous donne

(3.4) B03...04,_1=03...0p_10n.

Des lors,

010903 ...0p_1 = (O'Qﬂ)a'g...()'n_l (33)
= o3(03...0n) (34)

On a démontré le Lemme 1. O

On va faire la démonstration du troisieme lemme avant le deuxieme. Ce lemme
est un peu moins évident que le deuxieme, et les arguments ici vont nous aider dans
la démonstration de I'autre. On rappelle de quoi il s’agit dans le Lemme 3. Soit
7 une aréte d’un graphe I'V qui borde un seul pseudo-cycle irréducible qui est un
triangle T7o102. On réproduit la Figure 15 ci-dessous.

I"et T =T {r}
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On veut montrer que si le théoréme est vrai pour IV, alors il I’est aussi pour I’
onI'=TI"—{7}.

Démonstration. On suppose que le théoréme est vrai pour IV décrit au-dessus. C’est-
a~dire que
Br: = (X1, Rrv)

ou X/ et Rp/ sont les générateurs et relations donnés par le théoreme. On considere
les relations engendrées par Rr U {7 = 01020, 1}. On va démontrer que Rr» C
RruU{r = 010201_1}. Comme (X, Rr U {r = 010201_1}> et (Xr, Rr) different
par une transformation élémentaire de Tietze, ils définissent le méme groupe [5] [6].
Alors, quand on aura démontré que Rpr C Rp U {7 = 010207 '}, on aura que
(X1, Rr) et (X, Rr/) définissent le méme groupe Br = Br.

D’abord, on va démontrer que l'on a la relation de triangle dans Rr U {r =
Jlagafl}. Cela nous aidera dans la suite. En effet,

TO] = (alagofl)al
0109
0102(01Uf1)
(020102)01_1
= 02T.

Donc, on a que la relation de triangle,

(3.5) TO| = 0102 = 02T

est dans Rr U {7 = 010207 '}. On a aussi un nouvelle description de 7 :

(3~6) T = 0510102.

On démontre que les quatre types de relations de R sont dans RpU{7 = 010207 1}.
Il est clair que toutes relations de Rp: ou il ne s’agit pas de 7 seront dans Rp C
RrU{7 = 010907 '}. Donc nous alons intéresser & ce qui se passe autour de 7. Pour
la visualiser, on utilisera la Figure 18.

Figure 18.

— disjonction :
On a que pour toutes o, ¢’ disjointes dans I', o6’ = ¢’c est dans Rpr C
Rr U {1 = 010907 '}. Soient 3 € T et 7 disjointes. On constate que 3 et oy
sont disjointes si et seulement si 3 et o9 le sont. Si § est disjointe de o7 et o3,
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alors le résultat est clair, résultant du fait que 8 commute avec oy et o et
donc avec T = 010201_1.

On suppose que ( est contigiie avec o1 et g9. Alors, 73 = 7 si et seulement
si

-1 _ -1
04 010203 = Bo1020]

d’apres la relation 3.6 et la relation 7 = gy10207 ! En appliquant oy 14 gauche
et oy 1 & droite, on voit que c¢’est equivalent &

109001 = 020102,

ce qui est bien une relation nodale de Rr. Donc on a pour toutes o, o’ dans
I disjointes,
oo’ =od'o
est une relation dans Rr U {1 = 010907 '}.
adjacence :

Pour démontrer la relation d’adjacence, c’est le méme type de jeu. Si o,
o' dans T’ ont un sommet en commun, alors co’c = o’co’ est dans Rp C
RruU{r = 01020f1}. On suppose que « est adjacente a 7. Si a = o7, il s’agit
de deux applications de la relation de triangle 3.5 :

TO1T = 0109T = 01TO71.

Alors, si « n’est pas égal ni & o1 ni a o9, elle est quand méme adjacente
soit a oy, soit a o9 et alors disjointe de l'autre. Sans perte de généralité, on
suppose que « est adjacente a oy, ce qui nous donne :

090X = (XO2
et

ao1&x = 01Q07.

ara = aloytoio)a (3.6)

oy taciaoy  (3.7)
U;l(dlaUl)Ug (3.8)

oy to1 (o205 oo oy
(02_10102)04(02_10102) (3.7
= Tar (3.6)

On a donc, pour n’importe quelles deux arétes o et o’ avec un sommet en
commun dans I, que la relation

oo'c =d'oo’

est dans Rp U {7 = 010201_1}.
nodale :

Si o, o', et ¢” dans I ont un seul sommet en commun et sont disposés dans
le sens horaire, alors la relation nodale est dans Rr C Rr U {7 = 010207 1}.
Si 7 n’a pas de sommet qui est nceud, alors ce type de relation est satisfait.
Alors, supposons qu’'un sommet de 7 est un nceud. Sans perte de généralité,
supposons que 7 N oy est un neeud.
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Soient a, T, et oy trois arétes du noeud disposées dans le sens horaire comme
dans la Figure 18. Il va falloir utiliser la relation d’adjacence pour oy et oo :

010201 = 020102

On peut se servir aussi des relations 3.6, 3.7, et 3.8.

aloy torog)ora (3.6)
o5 aoiozoia (3.7)
02_104(020102)0[ (3.9)
(05 tog)aoiaoy  (3.7)
oraoioe  (3.8)

o1 (UgU;l)aUlo'Q
010204(02_10102) (3.7)
0102(01_101)@7 (3.6)

TOQT
(Ulagofl)ala(oglalag)
o1(0905 Vaoion  (3.7)
01040102(01_101)
O1QXTOq

(3.6)

on retrouve les relation nodales,

OTO10 = TO10T = 010701

dans I’ensemble de relations Rr U {7 = alogafl}.
Maintenant soient v, «, et 7 trois arétes du nceud 7 N oy disposées dans le
sens horaire comme dans la Figure 18. Il va falloir utiliser la relation nodale

18
(3.9)
aToO1¢
D’apres ces calculs,
dans Rr :
(3.10)

Yoy = @01y = 017YQ0

On peut se servir aussi des relations 3.6 et 3.7.

yary

D’apres ces calculs,

va(ogtaioa)y  (3.6)
oy 'yaoiyoy  (3.7)

oy Haoya)os  (3.10)
aloytoro)ya (3.7)
atya  (3.6)
aloytoro)ya (3.6)
oy Haoya)oy  (3.7)
oy Horyao)oy  (3.10)

0;101(02051)70[0102
(U;10102>7a(0510102)
Tyar  (3.6)

(3.7)

on a retrouvé les relations nodales :

YTy = aTYy0 = TYQT

dans lensemble de relations Rpr U {7 = 10207 1}. En fait, on a démontré que
tout relation nodale de Rr+ se trouve dans Rr U {7 = 010201_1}.
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— cyclique :

La relation cyclique est vrai pour tout cycle de I' car elle est contenue
dans Rr C Rr U {r = Jlagofl}. Donc il suffit de considérer les pseudo-
cycles irréductibles de I contenants 7. Or, on a supposé que 7010 est le seul
pseudo-cycle irréductible contenant 7.

Donc, dans ce cas, la relation cyclique est réduite a la relation de triangle
que l'on a verifiée dans la relation 3.5.

Alors, on a démontré que les relations de Rps sont dans Rp U {7 = 010207 1} ce
qui nous donne que (Xt+, Rpv) et (X, Rpr U {1 = 01090, '}) définissent le méme
groupe. On conclut

<X1‘/,Rr/> = <Xr/,RF U {T = 01020;1}> = <XF,RF>.
Donc si le théoréme est vrai pour IV, il I'est pour I' aussi. ([

On rappelle la notation du Lemme 2. Soient o1 et o9 deux arétes voisines d’un
graphe, T', qui ne font pas partie d’un cycle. Soit IV = T'U {7} le graphe obtenu en
ajoutant une aréte 7 a I' comme dans la Figure 15 reproduite ci-dessous :

FetI"=TU{r}
On va démontrer que si le théoréme est vrai pour I, c’est-a-dire Br = (Xr, Rr),
alors il est vrai pour I".

Démonstration. On suppose que le théoreme est vrai pour I" décrit au-dessus. Alors
Br = (Xr,Rr). On considére une autre présentation de Br, (X, Rr U {7 =
010207 '}) obtenue par une transformation élémentaire de Tietze [5] [6]. On a vu
dans la démonstration du Lemme 3 que les relations de Ry sont des conséquences
de Rr U {7 = 010907 '} et donc que le théoréme est vrai pour I". O

Cela termine la Partie 3.2, et on continue par la démonstration du Théoréeme 16.

3.3. Démonstration du Théoréme 16. On rappelle que dans le papier de Ser-
giescu, il s’agit toujours de graphes connexes, planaires, localement finis, sans
boucles. On commence la démonstration par le cas d’un arbre fini par récurrence
sur la valence réduite.

Démonstration. Le cas d’un arbre fini :

Soit I un arbre fini & n sommets. Si la valence réduite est égal a zero, alors I
est un n — arc et on se trouve dans le cas de la présentation d’Artin. Supposons
d’abord que T est un arbre fini tel que v(I') = p > 0 et que le théoréme est vrai
pour tout arbre a valence inférieure a p.

Soit vg une extrémité de I' qui existe d’apres la Proposition 10. En parcourant
I’arbre & partir de v9 comme vu dans la Figure 19 ci-dessous, on arrive a un nceud.
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Figure 19.

En effet, sinon, comme le graphe est fini, on est dans le cas de v(I") = 0. Appelons
v1 le sommet précédant le premier nceud. On continue & parcourir en tournant a
droite a chaque nceud. On arrive a un sommet libre. En effet, sinon, comme il y a
un nombre fini de sommets, on tomberait sur un sommet par lequel on a déja passé,
ce qui ferait un circuit. Appelons ce sommet vs.

On va construire un graphe, I', tel que v(I'1) < v(I'), et donc par ’hypothese de
récurrence, le théoreme est vrai pour I'y. On remplace 'aréte qui joint v; au noeud
par une aréte entre vy et vy comme dans la Figure 20 ci-dessous.

Figure 20.

Le Lemme 2 dit que le théoréme restera vrai pour I's, obtenu en ajoutant une
aréte entre v; et le sommet voisin de vy, vu dans la Figure 21 ci-dessous.
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Figure 21.

Le Lemme 3 implique que le théoreme restera vrai si ’on efface 'aréte entre vy
et vo dans I'y pour obtenir le graphe I's dans la Figure 22.

Figure 22. I's

Si 'on continue de méme en apliquant les Lemmes 2 et 3, on arrivera au résultat
que le théoreme est vrai pour I'arbre initial, T'. (I

On continue par le cas d’un graphe fini en faisant la démonstration par récurrence
sur la complexité, pour laquelle 'étape de base ot b(I') = 0 est le cas d’un arbre
fini.

Démonstration. Le cas d’un graphe fini :

Soit T" un graphe. On procéde par récurrence sur la complexité. Si b(T') = 0,
alors, I' est un arbre. Supposons que le théoréme est vrai pour chaque graphe a
complexité inférieure & p, et soient I' tel que b(I") = p et o7 une aréte qui borde un
seul pseudo-cycle.

On considére le graphe I'y = T' — {o1}. Alors, b(I';) = p — 1; donc le théo-
réme est vrai pour I'y, et (Xr,,Rr,) est une présentation de Br,. On fait une
transformation élementaire de Tietze pour avoir un nouvelle présentation de Br,,
(Xr,Rr, U{o1...0n-1 =02...0,}). Le Lemme 1 démontre que la tresse associée
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a oy vérifie cette relation dans Br. Comme avant, on en déduit que les relations
dans Rr sont des conséquences de Ry, U{o1...0p,-1 =03...0,}. O

On a fait le cas d’'un arbre et puis d’un graphe fini. Alors traitons le cas d’'un
graphe infini. D’abord, on considére ce que signifie le groupe de tresses engendré
par un graphe infini. Soient I" un graphe infini et S = S(T"). On rappelle que 1'on
considere des graphes localement finis. C’est-a-dire tels que chaque disque borné
dans le plan contient un nombre fini d’arétes. Alors, pour tout disque ouvert, D,.,
relativement compact de rayon r, S N D, est un ensemble fini de sommets de T
Soit Bp, snp, le groupe de tresses relatif a 'ouvert D,. On définit

Br = Bg = lim Bp, snp,
rT—00

Démonstration. Le cas d’un graphe infini :
Soient D1 C Dy C ... une suite de disques telle que UD; = R? et I'y C 'y C
. une suite croissante de sous-graphes connexes finis pleins (i.e. une partie des
sommets et toutes les arétes entre les sommets) telle que T'; est un sous-graphe
maximal de I' N D;. Alors,

BF = 1%11 Br‘i .
Encore, on a X1, le groupe libre de générateurs associés aux arétes de I'. On constate
que toute relation fait intervenir un nombre fini de générateurs. Comme ces géné-

rateurs sont inclus dans un groupe Br,, la relation est vrai dans ce Rr, et a fortiori
dans Rr. Des lors, Br = (X1, Rr). O

4. LES COROLLAIRES

Les implications de ce théoréme sont importantes. On a démontré que tout
graphe ayant méme sommets définit le méme groupe de tresses. En fait, on a le
corollaire suivant :

Corollaire 17. Tous les graphes finis ayant le méme nombre de sommets en-
gendrent le groupe de tresses.

Démonstration. En effet, si T et TV sont deux graphes ayant le méme nombre de
sommets, alors les ensembles de sommets, S(I') et S(I”) sont isomorphes. Cela
implique

Br = Bs(ry ~ Bg(rv) = Br.

]

Le corollaire 0.2 de Sergiescu nous donne aussi des informations sur les automor-
phismes du groupe de tresses :

Corollaire 18. Les groupes de tresses Bypy1 et Boo = limy, oo By, admettent des
automorphismes d’ordre n.

Démonstration. On considere les automorphismes induits par des rotations de 27”
sur la Figure 23 suivante :
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Figure 23.
(]

En fait dans le cas fini, on peut généraliser ce corollaire pour obtenir le Corollaire
19 suivant :

Corollaire 19. Le groupe de tresse, B,+1 admet les automorphismes d’ordre d
pour chaque diviseur d de n.

Démonstration. Soit d un diviseur de n. Soit m € Z tel que n = dm. Il suffit de

considérer les automorphismes induits par des rotations de 27“ sur la Figure 24

suivante :

Figure 24.
O

On termine notre discussion sur les automorphismes avec le Corollaire ?? sui-
vant :

Corollaire 20. Le groupe de tresse, B,11 admet les automorphismes d’ordre d' ot
d divise n + 1.

En effet, on considere le graphe :
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iy

(¥,

et on voit qu'une rotation de degré 2 ot n + 1 = d’m est un automorphisme

m
d’ordre d'.

Je termine avec une conséquence surprenante. Soit I' un n-arc infini tel que
I’ensemble de sommets est borné dans R?. Intuitivement, on peut prendre un brin et
encercler tous les autres pour terminer au point directement en-dessous du sommet
de départ. Si le résultat de Fadess et Neuwirth était vrai dans le cas infini, cela
serait possible. Visuallement, on imagine ce brin comme dans la Figure 25.

un nomb e
infini de
b nns

Figure 25.

Cependant, si on considere le n-arc infini, I' 4, comme dans la présentation d’Ar-
tin, le fait que 1’on puisse faire la méme chose n’est pas évident. En effet, on consi-
dere la présentation d’Artin dans R3. Le n-arc est une ligne, (z,0,1), et les brins
tombent des sommets, (n,0,1) ot n € Z et qui se croisent dans R? pour arriver aux
points d’arriver (n,0, 1) directement en-dessous. Comme un brin est homéomorphe
a [0, 1], son chemin dans R3 doit étre borné. Donc comment peut-on encercler tous
les brins avec un seul brin quand la placement des brins n’est pas borné ?

On considere le n-arc, I'4,, suivant : on choisit 'aréte o9 dans I' 4 avec sommets
(0,0,1) et (1,0,1). On note O';'_ laréte avec sommets (j,0,1) et (j+1,0,1) et o
laréte avec sommets (—j + 1,0,1) et (—5,0,1) pour j € N*. On forme I'y4, en
prennant chaque a;f et o, et on réduit la longueur de 'aréte par 2% On a I'y,
comme dans la Figure 26.

Figure 26.
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Alors I'4, est donc borné de longueur 3 et isomorphe a I' 4. Intuitivement, on

pourrait prendre un brin pour encercler les autres brins, mais si on essaie de ’écrire
en utilisant un nombre fini de générateurs, on voit que ceci n’est pas possible. Ainsi,
on a un exemple de pourquoi un brin intuitif selon Fadell et Neuwirth ne marche
pas dans le cas infini, ou bien un exemple de pourquoi il faut que n soit fini pour
appliquer le résultat de Fadell et Neuwirth.
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