TEMPERLEY-LIEB ALGEBRAS ASSOCIATED TO THE ROOT SYSTEM D

K. GRACE KENNEDY
SOUS LA DIRECTION DE E. DIGNE

2008



TEMPERLEY-LIEB ALGEBRAS ASSOCIATED TO THE ROOT SYSTEM D 1

TABLE DES MATIERES

1. Introduction 1
2. Les notions de base 2
2.1.  Systeme de Coxeter 2
2.2. Les graphes de Coxeter 3
2.3. Les classes de conjugaison d’un groupe de Coxeter 4
2.4. L algebre de Hecke 5
3. Les algebres de Temperley-Lieb de types ADE 6
3.1. La définition de I’algebre de Temperley-Lieb 6
3.2. T4(S,m) est non nul 8
4. La structure de T D, 13
4.1. Larelation avec TA,,_ 14
4.2. Larelation avec T B, 15
4.3. TD, comme noyau d’une suite exacte 17
5. Lalgebre du graphe D, 20
6. Lalgebre T'D, 24
6.1. La proposition 3.2 de tom Dieck 24
6.2. Les modules simples de 7" D, 27
7. Remerciements 29
Références 29

1. INTRODUCTION

Le sujet de ce mémoire est I’article de Tammo tom Dieck, Temperley-Lieb algebras as-
sociated to the root system D qui apparait dans Archiv der Mathematik en 1998 [8]. Dans
la premiere partie, tom Dieck définit les algebres de Hecke et de Temperley-Lieb, T4(S, m),
de type ADE associées a un systeme de Coxeter. L’algebre de Temperley-Lieb est définie
d’abord par sa présentation et puis comme un quotient de I’algebre de Hecke. Apres, il dé-
montre que I’algébre de Temperley-Lieb est non nulle en donnant deux 7,(S, m)-modules
non nuls.

La Partie 1 de Tammo tom Dieck est traitée dans les Parties 2 et 3 de ce mémoire.
Les notions de base nécessaires pour ce mémoire sont compris dans la Partie 2. On verra
quelques définitions fondamentales, les exemples, et les résultats importants par la suite.
Puis nous allons définir 1’algebre de Temperley-Lieb dans la Partie 3 et voir qu’elle est non
nulle.

Dans la Partie 2 [8], tom Dieck donne la structure de 7D, I’algebre de Temperley-Lieb
associée au systeme de racines de type D,. La Partie 2 de [8] correspond aux Parties 4 et
5 de ce mémoire. Tammo tom Dieck utilise les algebres de Temperley-Lieb, TA, et T'D,
associé au systeme de racine de type A, et a une variante de de type B,. On a T D,, comme la
somme directe de TA, et un idéal et aussi comme le noyau d’une suite exacte. Dans cette
partie, on corrige plusieurs fautes de frappe et de mathématiques de Tammo tom Dieck
dans les démonstrations de ces identifications. Aussi dans la Partie 2, Tammo tom Dieck
fait quelques réflections sur I’algebre de Hecke et le groupe de tresse associé au systeme
de racines de type D,,.

Dans la Partie 3 de [8], tom Dieck cherche la structure de 7"’ D,, et T’ D, en essayant
de comprendre leur modules simples. Il se sert souvent de son travail de Symmetrische
Briicken und Knotentheorie zu den Dynkin-Diagrammen vom Typ B [7] et de son livre
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qu’il écrivit avec Theodor Brocker, Représentations of Compact Lie Groupes [2]. Dans la
Partie 6, on fait des démonstrations du Lemme 35 et de la Proposition 34 plus algébriques
qu’il ne fit en [2].

2. LES NOTIONS DE BASE

Le but de cette partie est de comprendre les structures de base pour définir 1’algebre
de Tempereley-Lieb. Dans la Partie 2.1, on définit un groupe de Coxeter par sa présenta-
tion. On peut définir les algebres de Temperley-Lieb et de Hecke directement a partir d’un
groupe de Coxeter. Ou bien cela revient au méme de définir 1’algeébre de Temperley-Lieb
comme quotient d’une algebre de Hecke. Un groupe de Coxeter peut étre défini aussi par
son graphe de Coxeter que nous verrons dans la Partie 2.2 avec les exemples importants
pour la suite des groupes de Coxeter de types ADE et B.

L’algebre de Hecke est définie par son groupe de Coxeter avec certains parametres qui
dépendent des classes de conjugaison du groupe de Coxeter. Nous allons étudier les classes
de conjugaison dans la Partie 2.3. Cela nous ammene a la définition de I’algebre de Hecke
dans la Partie 2.4 que 1’on utilisera dans la Partie 3 suivante pour définir 1’algebre de
Temperley-Lieb.

2.1. Systeme de Coxeter. Toutes les algebres que 1’on étudiera dans le papier de Tammo
tom Dieck sont définies a partir d’un groupe de Coxeter. Un groupe de Coxeter est un
groupe défini d’apres sa présentation, ou les relations sont définies par une matrice qui suit
certaines conditions. On commence immédiatement avec cette définition donnée par tom
Dieck [8] et quelques définitions soutenantes.

Définition 1. Soit S un ensemble fini. Une matrice de Coxeter est une matrice symétrique
telle que les composantes mg,; sont dans N U {0}, et ils suivent les régles :

(1) mss = 1
(2) mgy, =my 5 > 2 pour s # t.

Un groupe de Coxeter, W, est le groupe qui a comme présentation :
— Générateurs : s avec s € S
— Relations : (st)"* =1 pour tout s,t € S tels que mg, # o0

On appelle (W, S), un systeme de Coxeter.

On constate que ’égalité (2) est équivalente au fait que la matrice soit symétrique.
Aussi, la condition que m;; = 1 implique que tout générateur est d’ordre deux. Aussi on
a que my, est 'ordre de (st) et que s # 1 pour tout s dans S. Cette dernicre relation est
équivalente a une relation importante que 1’on appellera la relation de tresse :

SIS...=18t....
S~—— S~——
my, fois my, fois
On pourrait également définir un groupe de Coxeter et puis trouver sa matrice symé-
trique a partir des relations données, ce qui est I’approche chez Bourbaki [1]. L’Exemple 2
est un exemple fondamental d’un groupe de Coxeter.

Exemple 2. Le groupe symétrique sur n éléments, noté S ,,, est un groupe de Coxeter ou S
est égal aux transpositions de la forme s; = (i,i + 1) ou s € [1,n — 1]. Alors, S an -1
éléments, et il engendre S ,. Nous avons les relations suivantes :

2 _
s;io= 1

sisj = sjsisi |i—jl=2
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SiSi+18i = Si+18iSi+1-
Le groupe symétrique sur n éléments est un groupe de Coxeter de type A,—.

Comme chaque s; ne commute ni avec s;;; ni avec s;_; s’ils existent (et il y a toujours
un des deux qui existe pour i > 1). Donc il n’y a aucun élément de S qui commute avec
tout autre élément de S. Cela nous amene a la Définition 3 suivante.

Définition 3. Un systeme de Coxeter, (W, S), est dit irréductible s’il n’y a pas de sous-
ensembles S| et S, de S tels que S =S, US>, et pourtous s € Sy ett €S, st=ts.

D’apres la Proposition 8 de Chapitre IV du Bourbaki [1], si I’on note Ws, et Wg, les
sous-groupes engendrés par S et S, respectivement, alors W = Wy, € Ws,. Récipro-
quement, si I’on a que W est la somme directe de deux sous-groupes engendrés par deux
sous-ensembles de S, ces sous-ensembles forment une partition qui soumet aux conditions
de la définition précedante. Donc on peut aussi voir un systeme de Coxeter irréductible
comme un groupe de Coxeter qui ne peut pas étre décomposé en somme directe de sous-
groupes engendrés par des sous-ensembles de S'.

On revient a I’Exemple 2. La remarque juste apres cet exemple implique qu’il n’y a pas
deux sous-ensembles de S, S| et S, tel que S; US, = S et st = ts pour tous s € S
et r € S,. On a donc que le groupe symétrique est un exemple d’un groupe de Coxeter
irréductible. On verra dans la Partie 2.2 que cette définition est équivalent a celle donnée
par Bourbaki [1].

2.2. Les graphes de Coxeter. On a un graphe de Coxeter associé a un groupe de Coxeter.
Les sommets du graphe sont indexés par les éléments de S, et on les joigne avec les arétes
qui signifient la valeur des my,. Deux sommets, s et t, sont li€s par une seule aréte si
my, = 3, deux arétes si m;; = 4. Si m;; > 5, on met I’étiquette m;, au-dessus de I’aréte.
On reprend le cas du groupe symétrique de I’Exemple 2.

Exemple 4. Chaque My, s; = 2sili—jl=2et My, s; = 3 sili—jl = 1. Cela donne un graphe
connexe que 1’on appelle un n — 1-arc. Voir la Figure 1.

g1 52 s_{n-1}
Figure 1.

On dit aussi que c’est un groupe de Coxeter de type A,—1 ot n — 1 est égal au nombre
de sommets.

Chez Bourbaki, un systeme de Coxeter irréductible est un groupe de Coxeter tel que
son graphe soit connexe. Cette définition est équivalente a la Définition 3. En effet, si un
graphe de Coxeter n’est pas connexe, on a deux sous-ensembles d’éléments de S, S1, S,
tels que pour chaque s € S ett € S, m;, = 2. C’est a dire, s et  commutent. On a aussi
que S = S US,. Inversement, si un groupe de Coxeter n’est pas irréductible, alors il existe
une partition de S, S| U S, telle que pour chaque s € S et € S,, st = ts. C’est a dire,
my, = 2. Dans ce cas, son graphe de Coxeter a deux composantes qui correspondent a S
et S, et qui sont disjoints. Cette argumentation nous donne la Proposition 5 suivante.

Proposition 5. Un groupe de Coxeter (W, S) est irréducible si et seulement si son graphe
de Coxeter est connexe.

Dans le Chapitre 6 du Bourbaki [1], ils démontrent la classification des groupes de
Coxeter finis irréductibles, ce qui nous donne une classification de tout groupe de Coxeter
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fini. Nous intéresserons plutdt aux groupes de Coxeter de type ADE et B. Un groupe de
Coxeter de type ADE est un groupe de Coxeter connexe et fini ou m,, € {1,2,3}. On a vu
dans I’Exemple 2 et 4, un exemple de type A,,_;.

Un groupe de Coxeter de type D,, est un groupe de Coxeter avec |S| = n, et

Mys, = 2
Mgys, = 3
My, = 2si |i—jl=2,i,j>1
My, = 3si |[i—jl=1,i,j>1

Donc son graphe de Coxeter sera similaire au graphe de type A,_;, sauf une petite diffé-
rence vers la fin de de I’arc. Au lieu d’un n — 1-arc, on aura un n — 1-arc avec une branche
a un sommet attachée au deuxieme sommet comme vu dans la Figure 2 suivante.

5 1 52 33 e 0 5
5 0

Figure 2.

Un groupe de Coxeter de type E est un groupe de Coxeter fini, irréductible a six, sept,
ou huit générateurs. Son graphe est similaire au graphe de type D,,, sauf que la branche a
un sommet est attachée au troisieme sommet de la fin.

Il y a encore un autre type de groupe de Coxeter qui nous intéressera : celui de type B,,.
C’est un groupe de Coxeter avec n générateurs dans S, et

Mgs, = 4
mgs, = 2si|i-jl22
mgs, = 3si|i—jl=1,ij>1

Ceci donne un graphe de la forme suivante représenté dans la Figure 3 suivante :

s 0 s 1 f’—E 5_3 s_{n-1}
;. * & & & *

Figure 3.

Le but de I’article de tom Dieck est de comprendre la structure de I’algebre de Temperley-
Lieb associée a un groupe de Coxeter de type D,,. (On définira I’algebre de Temperley-Lieb
dans la Partie 3.1.) On utilisera les algebres de Temperley-Lieb associées aux groupes de
Coxeter de types A, et B, pour comprendre cette structure. On peut voir qu’il y a un
graphe de type A,_; qui apparait dans un graphe de type D,. Aussi, on peut faire une
comparison entre les graphes de types D, et B, en voyant qu’ils ont le méme nombre de
sommets et qu’ils ressemblent a un n — 1-arc et un n-arc sauf a la fin ol il y a une anor-
malité. Ceci n’est qu’ une idée visuelle de pourquoi tom Dieck cherchera a retrouver les
informations sur I’algebre de Temperley-Lieb de type D,, chez les celles de types A,-; et
B,.

2.3. Les classes de conjugaison d’un groupe de Coxeter. Dans 1’étude des groupes de
Coxeter, il est important de comprendre les classes de conjugaison pour pouvoir définir les
algebres de Hecke et de Temperley-Lieb.

Proposition 6. Soient (W,S) un groupe de Coxeter fini et I son graphe de Coxeter. Les
classes de conjugaison de S sont en bijection avec les composantes connexes du graphe T”
obtenu en effacant dans T les arétes ayant une étiquette paire. C’est a dire, deux éléments
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de S sont conjugués si et seulement si ils sont liés par des arétes ayant une étiquette
impaire.

Démonstration. Soient I le graphe de Coxeter de (W, S) et " le graphe obtenu en effacant
dans I' les arétes ayant une étiquette paire.
Soient s, t € S tels que my, soitimpaire. Alors, mg, = 2k+1let...sts... t(s)t...sts... =
> > N ———— N e—

k fois k fois
...tst...s(¢)s...tst.... En multipliant & gauche des deux cotés par ¢... sts..., I’inverse
——— S——— —
k fois k fois k fois

de...sts...t,etadroite par...sts...t,'inversede ¢... sts. .., on retrouve
——— S—— ———
k fois k fois k fois

s=tst...s(t)s...tst.
N———— N——
2k fois 2k fois

Comme l'inverse de tst...s est égal a s...zst, on a que Si my, est impaire, s et ¢ sont
S—— —— ’

2k fois 2k fois
conjugués. Ceci implique que si s et ¢ sont liés par une suite d’artes ayant une étiquette

impaire, ils sont conjugués par la transitivité de conjugaison. Autrement dit, s’ils sont dans
la méme composante connexe de I, s et # sont conjugués.

Il reste a voir que si my, est pair, alors s et ¢ ne sont pas conjugués. On prend le quotient
de S par la relation d’équivalence : s est équivalent a s” si et seulement si s et s’ sont
dans la méme composante connexe de I, c’est a dire s’ils sont liés par un chemin fini (y
compris un chemin de longueur zéro) d’arétes ayant toutes des étiquettes impaires. Soit X
I’ensemble des ces classes de conjugaison.

On définit une application de S dans (Z/2Z)* :

vi § — (ZR7)X
s +— (0,...0, 1 ,0,...)ou* correspond a la classe d’équivalence de s.
——

*

Les y(s) respectent les relations de tresse. En effet, si m;, est impair, s et ¢ sont envoyé
sur le méme élément dans (Z/2Z)X. Si my, est pair, alors comme Y(s) et y(f) commutent et
comme ils sont chacun d’ordre 2, on a (y(s)y(#))" = y(s)™y(t)"s* = 1. Donc comme y
respecte les relations du groupe de Coxeter, il définit une application de W dans (Z/2Z)%.
Si my, est pair, alors y(s) et y(f) ne sont pas conjugués. Donc ce n’est pas possible qu’ils
soient dans W [3]. O

On peut appliquer ce résultat aux groupes de Coxeter. Cela nous intéressera dans la
suite.

Corollaire 7. Pour tout groupe de Coxeter de type ADE, (W,S), S n’a qu’une classe de
conjugaison.

Démonstration. Ceci découle directement de la Proposition 6 et du fait que m;, est impaire
pour tout s et ¢ dans S. O

Corollaire 8. Soit (W,S) un groupe de Coxeter de type B,. Alors, S a deux classes de
conjugaison : une classe a n — 1 éléments, si,..., S,—1 et une classe a un élément, s.

2.4. L’algebre de Hecke. Notre discussion précédente nous permet de définir 1’algebre
de Hecke. Soit $ un anneau commutatif et (W, S) un groupe de Coxeter. Pour tout s dans
S, on se donne g, dans $ tel que g, = ¢ si et seulement si s et 7 sont conjugués.
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Définition 9. L’algébre de Hecke de W avec parametres g, dans 9 est I’algébre unitaire
sur £ engendré par

{Tsls €S}
ou Ty est I’élément neutre de I’algébre de Hecke. L’algebre de Hecke a comme relations
T,T,T,...=T,T,T;... lesrelations de tresse
S—— S——
my, fois my, fois

Ts2 =(gs— DT +qsT1 larelation quadratique
On notera ’algébre de Hecke H;Q(W, (g5))
On constate que les générateurs de 1’algebre de Hecke ont des inverses que 1’on obtient
de la relation quadratique, T;! = T+Tl_q En effet, 7,7, = T»V(Ts;fl—q) _ T;+T(;_qu _
(=DT+q+Ts—qT; _ 4

q

La discussion de la Partie 2.3 nous donne une fagon facile de voir les classes de conju-
gaison du graphe directement (et donc de la présentation) d’un groupe de Coxeter. Ceci
nous permet d’identifier quels g, sont égaux.

Proposition 10. Si (W, S) est un groupe de Coxeter de type ADE, alors tout g, sont égaux.

La Proposition 10 donne du sens a la notation de tom Dieck pour 1’algebre de Hecke,
H,(S,m) o m est la fonction de § X S qui donne m;;. Nous constatons que pour I’algebre
de Hecke de type B,, il faut donner deux g, pour les deux classes de conjugaison.

3. LES ALGEBRES DE TEMPERLEY-LIEB DE TYPES ADE

On définit I’algebre de Temperley-Lieb associée a un groupe de Coxeter de type ADE
a partir de son algebre de Hecke. Soient (W, S) un groupe de Coxeter de type ADE et $
un anneau commutatif. Notons H,(S,m) son algebre de Hecke. On se rappelle que le fait
d’étre ADE revient a la méme condition que la fonction m prend sa valeur dans {1, 2, 3}.
Dans la Partie 3.1, nous allons définir 1’algebre de Temperley-Lieb, et dans la Partie 3.2,
nous vérifierons qu’elle est non nulle.

3.1. La définition de I’algebre de Temperley-Lieb. Comme dans I’article de tom Dieck,
on définira I’algebre de Temperley-Lieb, Ty(S, m) pour d € £*, d’abord par sa présentation
et aprés comme un quotient de H (S, m) [8].

Définition 11. L’algebre de Temperley-Lieb d’un groupe de Coxeter (W, S) est [’algébre
unitaire, associative sur $ aux générateurs {e|s € S} et les relations

e? = de de$
eser = ey Mgy =2
esees = es mg, = 3.

On la note T, (S, m).

Pour pouvoir définir I’algebre de Temperley-Lieb comme le quotient de 1’algebre de
Hecke, nous prennons quelques conditions sur g et d :

peH, q=p°, d=p+pl.

Définition 12. L’algebre de Temperley-Lieb, noté T4(S,m), est égal a H,(S,m)/I onr I =
(x(s,t) =T, T\Ts + T,T, + T,Ts + Ts + Ty + l|m,, = 3) est un idéal bilatere.

Proposition 13. En soumettant q et d aux conditions précédantes, les Définitions 11 et 12
de I'algebre de Temperley-Lieb sont équivalentes.
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La Proposition 13 résulte directement du Lemme 14 suivant qui correspond a la Propo-
sition 1.4 de tom Dieck [8].

Lemme 14. On prend les hypothéses précédentes sur p, q, et d. Définissons ¢ :

p: Hy(S,m) — TuS,m)
T, +— pe;—1.

Alors, ¢ est un homomorphisme surjectif dont son noyau est I’idéal bilatére I engendré par
les x(s,t) ou (s,t) parcourt les paires d’éléments de S tels que m,, = 3.

Démonstration. D’abord il faut voir que ¢ respecte les relations de 1’algebre de Hecke. On
commence par la relation quadratique.

(T} =¢(qg—DTs+q)
=(q—D(pes—1)+gq
= (p* - D(pe; — 1) + p?
=ples—pes—p +1+p
= p3eS —pes+ 1
= p3es + pes — 2pes + 1
=p*(p+pHes—2pes+1
= p*(dey) — 2pe, + 1
= pX(e?) - 2pe, + 1
= (pey — 1)
= QD(T.Y)Z

Donc ¢ respecte la relation quadratique. On vérifie la relation de tresse. Soient s et ¢ dans
S tels que my,; = 3.

(T, T;T;) = (pes;—1)(pe; — 1)(pes — 1)
= (pese; — pe, — pes + 1)(pes — 1)
= pleseie; — pPeies — pPel + pes — pege, + pe, + pes — 1
=ples— p*(p+ p ey + pes — pPee; — prese, + peg + pe, — |
= (p’ - p* — p+ ples — pees — pPese; + pes + pe, — 1
= _pzetes - Pzeset + pes + pe; — 1

Comme ¢(T,T,T) est symétrique en s et z, ¢ respecte la relation de tresse pour m;, = 3.
Soient s et t dans S tels que m,, = 2.

o(TTy) = (pes—1)(pe;—1)
= (p*ese, — pe, — pey + 1)
= (pee; — pey — pe, + 1)
= QO(TITY)

Donc ¢ respecte les relations de tresse. On a que ¢ est bien un homomorphisme. Comme
o(p~'Ts + p~') = e, ¢ est carrément un homomorphisme surjectif.

11 faut voir que I C ker(yp). Soit s et ¢ dans S tels que m,, = 3.
ox(s,0) = (T T T+ T Ty + T Ty + Ty + Ty + 1)

= @(T;TiTs) + o(TsT) + o(TiTs) + o(T1) + o(Ts) + 1)

= (-pPees — p*ese, + pes + pe, — 1) + (pPege, — pe, — pes + 1) + (pejes — pes — pe, +
D+ (pe;— 1)+ (pes— 1)+ 1

=0
Donc on a I C ker(¢). Alors, on peut écrire ¢ : H,(S,m)/I — T4(S,m).
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On pose
Y TeS,m) — Hy(S,m)/I
ey pil(Ts +1).
Par construction ¢ est I'inverse de ¢. Il faut vérifier que c’est bien un homomorphisme
surjectif. On commence en vérifiant la relation quadratique :

w(ed) =yldey)
=d(p™ (T, + 1))
=(p+p Hp T+ 1)
=(1+p )T, +(1+p?)
=p2((g+ DT +q+1)
=p2(q- DT, +q+2T+1)
=p X (T?+2T,+ 1)
=pA(Ts+ 1)
=(p T+ )P (Ts + 1)
= l»[/(es)z

On vérifie les relations de tresse. Soient s et # dans S tels que m;, = 3.

Yleseres) = (p ' (Ty+ D)~ (T, + D)(p~ (T + 1))
=p (T + DT + (T + 1)
= p (LT + T+ Ty + 1)(T, + 1)
=p (T, T Ty +T Ty +T>+ Ty + T T+ T, + Ty + 1)
=p(T>+Ts)+ p (T, T\ Ty + T\Ts+TT,+ T+ T + 1)
=p (= DTs+q+Ty) +p0
=pq(Ts+ 1)
=p T+ 1)
= y(ey)
La relation de tresse pour m,, = 2 résulte, comme avant, du fait que si e;e; = ee;, alors
T,T, = T,T,. Pour tout T, dans I’algébre de Hecke, ¢ o o(T,) = W(pes — 1) = p(p~" (T, +
1)) = 1 = T,. Le lemme est démontré. O

On a maintenant deux facons de voir 1’algebre de Temperley-Lieb : par sa présentation
et comme un quotient de 1’algebre de Hecke. Il sera important de vérifier que cette algebre
n’est pas nul.

3.2. T4(S,m)estnonnul. Dans I’article de tom Dieck, il vérifie par exemple que I’algebre
de Temperley-Lieb n’est pas nulle en démontrant deux 7,4(S, m)-modules non nuls [8]. S’il
existe un module non nul, alors I’algebre de départ ne peut pas étre nulle. En effet, comme
0 agit trivialement sur tout module, si le module n’est pas nul, il existe x € T,4(S, m) tel que
X n’agit pas trivialement et donc n’est pas égal a 0.

L’Exemple 15 utilise la représentation de réflection de 1’algebre de Hecke, mais cet
exemple impose deux autres conditions sur g : que g + 1 et g*> + ¢ + 1 soient inversibles.
Le deuxieme exemple, Exemple 18, est plus direct et n’ajoute pas de condition sur g. Soit
k un corps, par exemple $* U {0}.

Exemple 15. Soit V un k—module avec {vs|s € S} comme base. On considére la forme
symétrique sur 'V suivante :

(Vs, Vs) =q+ 1
(vs’ Vt) =p Mg = 3
(vs,v) =0 My = 2.
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Pour ceci, il faut supposer que q + 1 € k* pour que la forme symétrique soit non dégé-
nérée. On définit la représentation de réflection d’une algeébre de Hecke ' :

p: Hy(S,m) — EndV)
T, +—— X0V >V
v o= X)) =qv— (v, V)vs.

Alors, X;(vs) = qvs — (vs,v5)vs = —v; et X,(v) = qv pour v dans vy. Comme la forme
symétrique est non dégénérée, V est la somme directe orthogonale de kv et (kvy)*. On a
que (g — DX, + @)vs = vy = X2(vy) et (g — DX, + @)(v) = ¢*v = X2(v) pour v € (kvy)*.
Donc laction de X respecte la relation quadratique.

On consideére 'action de Hy (S, m) sur le sous-module engendré par (vs,v;). La forme
Symétrique a comme matrice

(q-(|)—l q-?—l) simg, =2

et

(q+1 p:\/zl)sims,:3
p=+q g+l ’

Le déterminant dy, de la forme symétrique sur ce sous-module est

g+ 1) m =2
STN\GP g+ 1 mg, =3

On suppose en plus que g* + g + 1 € k*. Donc, V est la somme directe orthogonale de
Vs, Vi) et Vs, Vi)t On a que Xl vyr et Xiloy. vy agissent par multiplication de q. Donc
XX Xslov,wyr et XX Xilov,ups agissent par g°.

On considere I’action de X et X, sur (v, v;) dans la base {vy, v,}. Dans le cas de ms; = 3,
les matrices de cette action sont données par :

-1 -p\(qg O})(-1 -p
Xy ( Q)-P —1)(0 61)
(0 )
—-gp -g\0 ¢

=(0 pq

ap ap*—4¢*=0
:(0 pq

rqg O

10n constate qu’il y avait une petite faute de frappe dans 1’article de tom Dieck ; il a renversé les roles de v et
Vs.
20na corrigé la faute de frappe de tom Dieck ot il a oubli€ le signe négatif devant p.
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En revanche,

_[(ra  -apr )q 0
p p-q=0\-p -1
_(~4+ar*=0 pq
qp 0
_(0 pq)
rqg 0O

Donc, on a construit la représentation de réflection de V de I’algebre de Hecke. A partir de

cette représentation, on va construire un nouveau module avec une action qui se factorise

par ¢. Ceci définira une action de 1’algébre de Temperley-Lieb sur ce nouveau module.
On définit la fonction w : Hy(S,m) — Hy (S, m) par w(T;) = —qTS“.

Lemme 16. La fonction w est une involution qui est un automorphisme de I’algébre de
Hecke qui transforme le module V en un nouveau module W = V<.

Démonstration. On voit que w o w(Ty) = w(—qT;l) = —qw(T;]) = —qw(%) =
(=g(H(-T, = 1+ @) = W(-T, = 1 + ) = ~(=qT;") = 1 + g = g7~
Donc, w est son propre inverse.

Il reste a voir que w est un homomorphisme, c’est a dire qu’il respecte les relations

quadratiques et les relations de tresse. Soient s, ¢, r, et u dans S tels que m;, = 3 et
m,.,, = 2. On vérifie les relaitons :

(T =wlg-DTs+q)
(q=1D(=qT;" +q)
=(q- D= +q
=(@-D(Ts+(@-1)+q
=(q— DTy +q -2~ DT, +(g—-1)
=T; - 2(q~ DT+ (g~ 1)
= (T, - (g - D)
(_q)Z (Terqlz*q)
(—*(T71)?
w(Ts)z
(—@)’T;'T;'T;!
= (_q)3(TSTtTS)_1
= (—q) (T, T,T)™
= (-1, 'T;'T;!
= w(T;T,T,)
(T,T) = 9T;'T,!
= (_q)z(TuTr)_l
= (_Q)Z(TrTu)_]
= (—¢)’T,'T;"
= o(T,T)).
Donc w respecte les relations de 1’algebre de Hecke, et il est bien une involution qui
transforme V dans un nouveau module W = V¢ tel que pour i € Hy(S,m)etw € W = V¢,
h agit sur w comme w(h) avec 1’action du le module de départ. O

-1+q=T,

(T, T;Ty)

Cette construction du module, W, nous amene a la Proposition 17 qui correspond a la
Proposition 1.5 de tom Dieck [8].
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Proposition 17. Le module W se factorise par I’homomorphisme ¢ de la Proposition 14.

Démonstration. 1l faut voir que I’idéal bilatere I = (x(s,t) = T\ T, T4+ T, T, + T,T, + T +
T; + 1lm,, = 3) agit par zéro sur W. On note Y = w(Ts) = —qu". On constate que les Y
respectent la relation quadratique et celle de tresse car ¢’est I’image sous I’homomorphisme
w des T. Il faut démontrer que
Yo, =YY+ YV, + Y, Y, + Y+ Y, +1=w(x(s,t))
agit sur V par zéro.
On consideére Z; = Y, + 1 et Z, = Y, + 1. On constate que Z,Z,Z; — qZ; = Y. En effet,

ZZZs—qZs =Y+ DY+ D(Ys+1)—q(Ys+ 1)
=YY+, + Y+ DY+ 1) —qg(Ys+ 1)
=Y,V Y, + VY, + Y2+ Y+ VY, + Y, + Y+ 1—q¥,+1)
= Yf + Ys_q(Ys + 1)+(Y5Y1Ys+ /Y, +Y Y, +Y, + Y, + 1)
=(@-DYs+qg—-(q-DYs—q+Y,,

=Ygy

On a vu avant que V est la somme directe orthogonale de (vy, v;) et de {v,, v;)*. On va
voir que Y, agit par zéro sur les deux espaces.
Comme T et T, agissent par

1 - 0
XS:(O qp),th(_qp _1)

respectivement sur, (v, v;), on a que Z, agit par

-1
_ _ (-1 -p __Y{g p _(a+1 p\s3
Zi=Y;+1= q(o q) +1= q:}(o 3 +1= 0 o

De méme, on a que Z; agit sur (v, v;) par

-1

g 0 1 (-1 0) (0 0)
Z, =Y, +1=- +1=—-qg— +1= .
T q(—p —1) q—q(p q p g+l

On aZ,Z,Z; = qZ; sur (v, v;). En effet,

_[(g+1 p\(0 0 \(fg+1 p
2L ‘(0 0)(p g+l 0 0

_(P* plg+D\[a+1 p
0 0 0 0
_(PP@+ D) p’
0 0
_ [a+1 p
'3 9)
=qZs.

Donc Y; = Z,Z,Z, — qZ; = 0 sur (v, v;). Comme X; agit par g sur {vy, v,)*, Y agit par
—q(é) = —1.Donc Z; = Y, + 1 agit par zéro. Alors, Y, = Z,Z,Z, — qZ, agit par zéro sur
(v, vi)y* aussi. Comme I’action de I est nulle sur W, le module W se factorise par ¢, et
donc on peut faire un 74(S, m)—module de W. m|

30n constate qu’il fallait changer —p en p pour corriger la suite de sa faute de calcul des matrices X; et X;.
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On a bien construit un 74(S,m)—module qui est non nul. Pourtant, il fallait prendre
deux conditions sur g en addition de celles déja connues pour trouver 7,4(S, m) comme un
quotient de 1’algebre de Hecke. Donc tom Dieck nous propose un autre 7,4(S, m)—module
pour eviter ces conditions supplémentaires. On le regardera dans I’Exemple 18 suivant :

Exemple 18. Soit A = (ay) une matrice symétrique S X S sur 9. On considere I’algebre
associative T(A) sur  suivante :

Générateurs :  Zs pour s € S

Z2 =d. Z
Relations - s
{ 22,7 = agzaisZs
On définit un T(A)—module dans la Proposition 19 qui correspond a la Proposition 1.6 de
tom Dieck [8].

Proposition 19. Soit V le H-module avec {vy|s € S} comme base. On a un T(A)—module :
p: TA) — EndV)

Z, +—> Zi: VoV
Vi b Zg(v) = agvy

On a en plus que chaque Z; et de rang au plus un sur V.

Démonstration. 11 est claire que Z; est de rang au plus un car I’image est contenu dans
I’espace engendré par v,. Il faut vérifier seulement que p soit un homomorphisme. On se
rappelle que $ est commutatif et que la matrice A est symétrique. Soient s, #, et r dans .

Z%(Vt) = Zs(ZsVl)
=Z(ayuvy)
= Q5gsVs
(asszs)(vt)
(ZsZ,Zs)(v,) = (ZsZi)(agvs)
= Z(as-a;sv;)
= AgrQpsQytVs
= (asarsZs)(vr)

Alors, (V, p) est bien un T(A)—module. O

Définition 20. On dit que A = (ay) est indécomposable s’il n’existe pas de partition de
S =81US, telle que agy = 0 pour tout s € S, t € S».

Par la suite, on suppose que det(A) # 0. On constate que A est indécomposable si
et seulement si V est un T(A)—module simple. En effet, si A est décomposable, alors
M = (vsls € S1) est un sous-module propre non nul de V car Z,(vy) = a; v, € M si
t € 8y et c’est égal a zéro (donc dans M) sinon. Ceci démontre par contraposée que si V
est un T(A)—module simple, alors A est décomposable.

Soit M un sous-module propre de V. Alors, il existe vy € M. En effet, soit v € M non nul.
Comme v € V,v = Y5 av; # 0. Comme det(A) # 0, il existe s € S tel que Z;(v) # 0, c’est
donc dans I’espace engendré par vg. Donc vy € M. Onpose S| = {slvy € M}etS, =S -85
etdonc S =81 US, forme une partition de S. Comme M # V, il existe v, € V — M. Alors,
M est stable par chaque Z; pour t € S,. Donc, puisque Z,(vs) = a;sv; pour tout t € So,
s € Sy estdans M, a;; = 0. On a bien que A n’est pas indécomposable. Ceci nous ameéne
a la Proposition 21 suivante :
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Proposition 21. D’aprés I’argumentation précédente si det(A) # 0, A est une matrice
indécomposable si et seulement si 'V est un T(A)—module simple.

La Proposition 21 correspond a la Proposition 1.7, mais celle-ci est un peu plus forte.
Dans le cas oit (W, S) est un groupe de Coxeter de type ADE, on a ags = d, ag = 1 pour
ms; =3, etas, =0simg, =2 Alors V est un Ty(S, m)—module par

p: TuS,m) — EndV)
e, +— Zs: V. >V
Vi B Zs(vz) = AdgVs

En effet, si s,t € S etu,v €S tels que my; = 3 et m,, =2, ona pourw € S

v,  =ZXv)
= AssswVs
=day,Vv;
=des.(vy), et
€,€r.Vy = €y.dryVr
= ArwQurVy
=0
= e e,.Vy, el
esees.Vyy, = (L Zs)(vy)
= agaisZs(Vy)
= AswVs
= €s5.Vy.

Comme det(A) est un polynome en d non trivial, en général det(A) est non nul. Ceci nous
amene a la Proposition 22.

Proposition 22. L’espace vectoriel V = (vi|s € S) est un Ty(S, m)—module par

p: TuS,m) — End(V)
e, +— Zi: V. -V
v > Zy(v) = agvg

Aussi si det(A) # 0, alors on a un T4(S, m)—module simple.

Méme si det(A) et non nul en général, on peut quand méme trouver des contre exemples.
Pour le groupe diédral D3, le groupe des rotations et symétries sur un triangle, si on désigne

d=1,ona
d 1
a=(i )

et det(A) = 0. On n’a pas forcement que V est un 7(A)—module simple ; il est quand méme
un 7' (A)—module et un T4(S, m)—module non nul.

4. LA STRUCTURE DE T D,,

On appelle T D, I’algebre de Temperley-Lieb de type D,, autrement dit son groupe de
Coxeter associé est de type D,. Au lieu de noter les générateurs de 7D, par ey, on les
notera simplement e;.

Dans la Partie 2 du papier de tom Dieck, il donne la structure de TD,. 1l utilise les
algebres de Temperley-Lieb de types A,-; et B,, notées TA,_; et TB, respectivement.
D’abord tom Dieck trouve T D, comme la somme directe de TA,_; et un idéal de TD,,.
Apres, il introduit 1’algebre de Temperley-Lieb de type B, pour trouver 7D, comme le
noyau d’une suite exacte.
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Nous verrons dans la Partie 4.1 la relation avec TA,_; et dans la Partie 4.2 celle avec
T B,. On trouvera T D, comme le noyau d’une suite exacte qui relie les homomorphismes
des Parties 4.1 et 4.2 dans la Partie 4.3.

4.1. La relation avec TA,_;. On a vu dans les Exemples 2 et 4 de la Partie 2 ce que
c’est un groupe de Coxeter de type A,—;. On notera les générateurs de T'A,; de la mé€me
fagon que celles de T D,,. Autrement dit, au lieu d’écrire ey, . .. e;, , pour les générateurs de
TA,-1,on vaprendre e; ...e,_;. Avec cette notation on voit facilement comment une copie
de T A, apparait dans T D,,.

Cette Proposition 23 correspondent a la Proposition 2.1 de tom Dieck.

Proposition 23. On a un homomorphisme surjectif

a: TD, — TA,,
ey B e
ej — ejpourj>1.

Démonstration. Chaque e; € TA,_; est 'image de ¢; € TD, par «, donc a est bien
surjectif. Pour 7, j > 1, tous les relations sont les mémes dans TD,, et TA,—;. On considere
les relations qui incluent ey € TD,,. Soient j € [3,n — 1]. Alors a(epe;) = eje; = eje; =
alejep). En plus, a(eger) = e% = a(eyey). Finalement, a(eperep) = ejere; = e; = a(ep) et
de méme a(ezeper) = ezejey = e3 = a(ey). Donc @ est bien un homomorphisme. O

Dans la Proposition 24 (Proposition 2.2 chez tom Dieck), on retrouve 7D, comme
somme directe de TA,_; et un idéal de T D,,.

Proposition 24. Le noyau de « est I’idéal, I, engendré par ey — ey. Le homomorphisme *

a;: TA,., — TD,

e

j L A ]

J

est linverse a droite de a. On a donc TD, est isomorphe a I ® TA,_1 comme TA,_-
modules.

Démonstration. Onabien aa; = idrs, ,. Comme a(eg—e;) = e;—e; = 0, on a directement
I c ker(@). Donc « se factorise par T D, /1.
a:TD, — TA,

TN\ S a
TD,/I

Alors si @’ est un isomorphisme, I = ker(e). On a le diagramme commutatif suivant :

_—

TD,, ) TAn—l
<—

TN\ Ja
TD,/I

Onaque @’ omoa; = idra, ,. Donc o est injectif. Il est surjectif car o 1’est. Alors, o’ est un
isomorphisme et I = ker(@). Pour terminer la démonstration, on applique le Lemme 3.7.4
de Lang [5] qui donne I’'isomorphisme 7D, ~ I ® TA,_; C’est en effet un isomorphisme
comme TA,_j-modules car TA,_; et I = ker(a) sont stable par multiplication par TA,_;.

O

411 est clair que tom Dieck voulait dire e; et non pas e est envoyé sur e;. Autrement on n’aurait pas de
définition de a;.
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4.2. La relation avec T B,. On utilisera I’algebre de Temperley-Lieb de type B, que tom
Dieck étudia dans [7] et [6]. Comme avant, on notera les générateurs de T B, par ¢; au lieu
de €;,. On a vu dans la Proposition 8 qu’il y a deux classes de conjugaison pour les généra-
teurs du groupe de Coxeter de type B,. Pour I’algebre de Hecke, et donc pour 1’algebre de
Temperley-Lieb, il faut donner deux parametres. Dans I’article de tom Dieck, il prend une
spécialisation de B, ol le parametre associé & € est spécialisée a 1, ou bien p = 1. Donc
cette spécialisation de 7' B, est donnée par la présentation suivante :

Générateurs : €, €},...61

2 _ g ;
€; = de; jz1
eg =2¢
Relations : €6 =¢€€  |i—j=2
€16€ = de
€€j€ = € li—jl=1ij=1

On note cette variante de TB,, par T’D,,. Dans la Proposition 25, on définit I’homomor-
phisme S de la Proposition 2.4 de tom Dieck qui va de TD,, dans 7’ D,,.

Proposition 25. On définit

B: TD, — T'D,
eg > Pleg) = (& — Dei(e — 1)
ej > Plej) =¢ pour j > 1.

Alors, B est un homomorphisme et 'idéal bilatére, J, engendré par epe| est dans le noyau.

Démonstration. Pour j > 1, e; et €; satisfont aux mémes relations. Donc, on ne considere
que celles qui restent. On utilisera les équations suivantes :

4.1) (6-17=1

4.2) €(ep— De = 0.

Pour I’Equation 4.1, on a (g — 1)? = eg — 26y + 1 = 1. Pour ’Equation 4.2, on a
e(en — Der = g€ — 612 = de; — de; = 0. Alors, il reste a vérifier B(e%) = dB(ep),
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Bleoerey) = Bleo), Bleaener) = Blea), et Bleger) = Plerep).
B  =((e—De(e—1)7*

= (e — De(en — 1?er(e— 1)
= (60— DeMe - 1) 4.1
=d((eo — Dei(ep — 1))
= df(eo)
Bleoereg) = (& — Der(eo — 1))ex((€ — Der(eo — 1))
= (e — Dei(e — 1)’ee (6 — 1))

= (o — Dergrer(e9 — 1)) 4.1)
= (e — Der(en — 1))
= B(eo)

Blezegez) = e((e — De(g — 1))e
(0 — Derejer(ep — 1)
=(eo-Deleo-1)

= (e~ e

= 4.1)

= Ble2)

Bleoer) = (€ — De(e — De

=0 4.2)

=e(e— De(e— 1) 4.2)

= Blereo)
Donc S est bien un homomorphisme. La derniére relation que nous avons démontré indique
que J est inclus dans le noyau de . O

On verra un peu plus loin que J est en fait égal au noyau de 8. On cherchera aussi
I’image de 8 pour mieux comprendre 7 D,, dans 7’ D,, a travers la fonction §. Pour y arriver,
il faut définir une nouvelle $-algebre, B, égal au produit croisé de U := T'D,,/J et I’algebre
H[r]/(x? = 1) ol T est ’involution :

t: TD, — TD,
ej + ejpourj>?2
ey FH—> e
e > ep.

On voit directement que 7 est une involution. Il définit une involution sur 7'D,,/J aussi car
tout élément dans J et de la forme aepe1b ou a et b sont dans T D,,, et donc t(aepe1b) =
aejeob = aegeb.

Le produit croisé B est définit comme le U-module libre avec une base, {1,7}, et la
multiplication :

(a+b1)-(c+dt):=(ac + bd") + (bc" + ad)t pour a,b,c, etd € U

ou x” signifie 7(x) pour x € U. Cette définition de B nous amene a la Proposition 26 qui
correspond a la Proposition 2.5 de tom Dieck.

50n rectifie la faute dans la démonstration de tom Dieck. Tl voulait dire qu’il faut vérifier les relations
Bleoeren) = Blep) et Blerepea) = B(ea) au lieu de la relation de tresse.
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Proposition 26. On définit ©

pi: T'D, — B
€ +> ejpourj>1
6 +H— 1+

Alors B est un isomorphisme, I'image de 8 correspond a la sous-algébre I, et ker(B) = J.

Démonstration. Tous les €; et e; respectent les mémes relations pour j > 1. Donc il faut
vérifier les relations concernantes €. On vérifie B1(&)* = Bi(€)), Bi(eier) = dBi(er), et
Bi(e&e)) = Bi(€;€) pour j =2 :

Bile)* =1+7)7
=1+27+1
=2(1+71)
=Bi(ed)

Bilergper) =ei(1 +71)e

(e1 +e17)ey

ef +ejept

=de; mod (J)

= dp (1)

(1 +71)e;

ej+ e;‘r

=ej + e;T

Bi(€je).

Donc S; est bien défini et comme B1(1) = 1 et B1(ey — 1) = T, il est surjectif. L’inverse de

B est

Bi(eo€))

Bt B — T'D,
a-l1+b-t +— pa)+pb)e - 1).

Donc, B; est un isomorphisme. On a que ,8;' ly =B etdonc U = T'D,/J =~ im(B), et donc
J = ker(B). O

On verra dans le Lemme 28 une description plus spécifique des générateurs de J que
nous allons utiliser dans la démonstration du Théoréme 27. Aussi, dans la Partie 6, on aura
une description plus complete de 7D, ¢ T’D,, en identifiant ses modules simples.

4.3. TD, comme noyau d’une suite exacte. On notera dans la suite 7"’ D,, I'image de 8
qui est isomorphe a W = TD/J d’apres la Proposition 26. Les H-algebres TA,_ et T" D,
ont des homomorphismes d’aumentation, #, et #; dans £ qui envoient les générateurs e;
eteja0eth-idra,, et h-idpp, a h pour h dans $. On constate que le noyau d’une
augmentation est I’ensemble des éléments engendré par les éléments de la base 1’identité
non compris. Ceci implique une fonction Aug : TA,—1 ® T"” D, — £ qui envoie x ® y sur
t.(x) — t4(y). Cette discussion nous amene au Théoréme 27 qui correspond au Théoréme
2.7 dans I’article de tom Dieck.

Théoreme 27. La suite suivante est exacte.

A
01D, 14, 07D, 2% 5 > 0.

%0Ona corrigé la faute de frappe ; dans 1’énoncé de la Proposition 2.5, il faut remplacer le deuxi¢me €; par e;.
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Démonstration. Pour démontrer qu’une suite est exacte, il faut voir que I’'image d’une
fonction dans la suite est le noyau de la suivante. Ici, il faut que («, 8) soit injectif et que
I’'image de (@, §) soit le noyau de Aug.

On verra d’abord que (a,f) est injectif en démontrant que « envoie J = ker(8) sur
le noyau de I’augmentation de TA,_; par isomorphisme. Cela impliquera que (a, ) est
injectif. En effet, si x € ker(a, ), alors x € J et a(x) = 0. Comme « est injectif sur J,
x=0.

Pour démontrer que a : J — ker(#,) est un isomorphisme, on verra une partie généra-
trice de J tel que chaque élément de cette partie est envoyé sur un élément different de la
base de TA,—;. Ces éléments de T'A,,_; forment une base de ker(,), et donc c’est une partie
libre’. On peut en déduire que cette partie de J est indépendante et donc, que nous avons
un isomorphisme.

On se rappelle de la base de TA,-; donné par Goodman, de la Harpe, et Jones [4]. On
note

e(i,j)=ejei_...ejpouri > j.

On a comme base de TA,,_; les éléments réduits de la forme :

(4.3) e(it, j1)...e(ip, jp)

N

ou
I<iy<..<ip<n-1, 1<ji<..<j,<n-1,
jsSiw OSpSn—l

On utilise cette base pour démontrer le Lemme 28 sur la structure de J.

Lemme 28. Le noyau de B, J, est engendré par les mots réduits de la forme aepeb ot ni
a ni b contiennent ni ey ni e.

Démonstration. Dans la Proposition 26 on a vu que J = ker(8) est engendré par les mots
réduits, c’est a dire les mots tels que 1’on ne peut plus réduire la longueur en remplacant
par les relations, de la forme cege;d. Si d contient un e; alors il existe une suite de la forme
e xe telle que x ne soit formé que des éléments e; ou j # 1 et x et de longueur minumum.
On peut trouver un tel x car d est de longueur finie.

On va voir qu’aucun élément de la forme e;xe; n’est réduit. On écrit x dans la forme
(4.3) : ere(iy, j1) . . . e(ip, jp)er. On peut le faire car tous e; dans 7D, pour j > 2 respectent
les mémes relations que les e; dans TA,_;. Comme x est de longueur minumum, il faut que
e, =ej, = e etcomme j, = 2 > jypour s < p, p=1.Donc x = e; et donc ejeze; = e et
cepe1d n’est pas réduit. De méme, il n’y a pas de e; dans c. Comme epe; = ejep et comme
eo a les mémes relations que e; avec tout e; avec j > 2, la démonstration revient au méme
pour ey ¢ c oud. O

Soient 8

e(i, j) = eei_ ...ejeper ... €, j=2
e(i,1) =eei_1...e2e1€) ce qui correspond au cas j = 1.

7Pourtant, cette identification n’est pas surjectif sur la base de TA,—; comme tom Dieck indiqua dans son
article mais sur ker(z,).

811 faut ajouter a la construction de tom Dieck les e(i, 1), autrement on ne peut pas avoir ejeqp, ce qui est
clairement dans la base.
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Ces éléments sont envoyées sur de(i, j) par a. En effet,

a(E(i, ])) =€i¢i_1...€1€1€2...¢€;
=€i€j_1... 62(d€|)€2 ... €5
=deje;_1...e3(er)e3...¢e;
Jj — 1 applications de la relation e;, €41 = €41
= de(i, J)
ale(i, 1)) =eiei_q... ezef

deiei_y ...exe;
=de(i, 1).

On a vu dans le Lemme 28 que ker(83) = J est engendré par les mots réduits de la forme
aepe b ol a et b ne contiennent ni e; ni eg. On verra en plus que tout mot réduite qui est
dans J est de la forme (4.3) ou e(i;, j;) est remplacé par e(iy, j;) et p # O car ’identité
n’est pas dans J.

On continue par récurrence sur

n’ = max{kle; apparait dans I’écriture réduite de w € J}.

On peut le voir comme une récurrence sur n car si w est une élément dans 7D, tel que
n’ = max{k|e, apparait dans 1’écriture réduite de w € J}, alors, on peut voir w comme un
élément de TD,,. Comme tout mot réduite qui est dans J est de la forme aege; b d’apres le
Lemme 28, n" > 1. Pourw € J,sin’ = 1,onaquew = epe; =e(1,1).Siwe Jtelquen’ =
2, alors, w = exejeg = e(2,1) ouw = exereper; = e(2,2) ouw = egerer = e(l, 1e(2,2).

On suppose que ’hypothese est vrai pour n” — 2. Soit w € J un mot réduite qui contient
deux fois e, 1, donc une suite e,,_;ye,,—; ol y est de longueur minumum et n’a aucun
e -1 dans son écriture réduite. Alors, par récurrence, y = e(n’ — 2,n’ — 2). En effet, si
y =e(i, j)ou i, j # n’ — 2 ce serait en contradiction soit avec y de longueur minumum (si
ou j < n’ —2) soit avec w réduit (si i ou j = n’ — 1, on pourrait remplacer efl,_l par dey_1).
Aussi si p > 1, on ne pouvait pas avoir que y commence et termine par le méme e;. Ainsi
y terminerait forcement par un e; ol j < n — 2. Ceci est une contradiction a la longueur
minumum de y.

Alors 7z = eje(n’ — 2,n" — 2)e; = e(n’ — 1,n” — 1) est contenu dans w. Donc w =
e(n’ —1,n" —1). En effet, sinon, on aurait une suite e;e(n’ — 1,n" — 1) (ou e(n’ —1,n" - 1)e;)
ou j # 0,1 parle Lemme 28, et j < n’~2. On pouvait passer e; a droite jusqu’au on retrouve
ey 18y_2...€j€j11€)...€0€1€2€3 . ..€ey_1, Ce qui n’est pas réduit. On aurait trouvé presque
la méme contradiction si on avait consideré e(n’ — 1,n” — 1)e;. Donc z est le seul élément
réduit qui ne contienne deux e,,_; dans son écriture.

Maintenant on consideére les éléments qui contiennent qu’un seul e,,_; dans leur écriture
réduite. Soit w € J de la forme réduite xe,,_1y ou y est de longueur minumum. Donc
y=e(mn —2,j)oue(n —2,j).Il faut traiter deux cas : si x = id et si x # id. Si x = id, alors
y=em' —2,j)carwe Jetdoncw =ey_1y =ey_1e(n’ —2,j) =en’ —1,j).

Si x # id et comme x n’a pas de e,,_; dans son écriture réduite, on peut appliquer
I’hypothése de récurrence et x = e(iy, ji)e(iz, j2) ... e(ip-1, jp-1). Donc,

w = xep_1y = e(iy, joe(iz, j2) . .. e(ip-1, jp-1)ew—1 e(n’ =2, j) .
ou bien e(n’—1,j)
II faut que j,—; < n’ — 2 car sinon on pourrait réduire w par e, _se,_1€,_» = ey_. Donc
siy = e(n’ — 2, j), on pourrait passer ¢; , dans e,y = e(n’ — 1, j) jusqu’au on retrouve
€, € 1€, | ... €0€1€2€3 ... €, C& qui n’est pas réduite. Donc y = e(n’ — 2, j) ou j >
jp71~
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Onsedonne i, = n’—1et j, = j, eton aque w est de la forme prescrit. En effet, comme
xnapasdeey_i,i, =n"—1>i,1,ip =n"—12 j,, et j,=j> j,_i. Cette argumentation
nous amene au Lemme 29.

Lemme 29. Le noyau de B, J, a comme base les mots réduits de la forme (4.3) oit e(iy, ji)
est remplacé par e(iy, ji).

Démonstration. On a vu juste avant que J est engendré comme espace vectoriel par les
éléments de la forme (4.3) ol e(iy, j;) est remplacé par e(eq, j;). Comme ils sont envoyés
par a sur les éléments différents de la base de TA, -1, on en déduit que ces éléments sont
indépendants, et donc forment une base de J. O

Il reste a voir que I’image de (a,8) est égal a ker(Aug) Comme « et 8 sont des homo-
morphismes, a(h-idrp,) = h-idra, , et 5(h-idrp,) = h-idr-p,. Ceci donne Augo(a, B)(x) =
t, 0 (a(x)) —ty 0 (B(x)) = h—h = 0. Donc im(a, B8) C ker(Aug).

Soit x +y € ker(Aug), c’est a dire que #,(x) = t;(y). Comme S est surjectif sur 7"’ D,,, on
au € TD, tel que B(u) = y. D’apres le paragraphe précédent, (@, 8)(u) € ker(Aug). Alors
x+y—(a,B)(u) = x — a(u) qui est dans ker(Aug), et ici ca veut dire dans ker(z,). Alors
comme « est un isomorphisme de J sur ker(z,), il existe j € J tel que x — a(u) = a()).
Donc, on a (a, B)(u+ j) = (a(u)+a()))+(Bwm)+L(j)) = x+y+0 = x+ycar j € J = ker(B).
Ceci montre que (a, 8) est surjectif sur ker(Aug).

O

5. L’ALGEBRE DU GRAPHE D,,

Dans cette partie, on regardera I’algebre de Hecke et le groupe de tresse associé au
graphe de type D,,. Cette partie correspond a la fin de la deuxieme partie de I’article de tom
Dieck.

Définition 30. Soit (W,S) un systeme de Coxeter et m = (my,) sa matrice de Coxeter. On
y associe un groupe de tresse, Z(S, m) qui a comme présentation :

Générateurs :  x; pour s € S

Relations ©  xgx;Xg...= X XsXs .. ..
— ———
my, fois my, fois

Pour le graphe D,, nous définissons un nouveau groupe de tresse Z'D,, avec une présen-
tation :

Générateurs : Ko, Kj, ... K|
Relations : KiK K = KjKiK; |l - J| = 1; l,J >1
KoK1KoK1 = K1KoK1K)
KiKj = KjK; |l—j|22
2 _
Ky =1 .

On constate que c’est un quotient du groupe de tresse de type B, ZB,, ou normalement la
derniere relation n’est pas présente. Ona Z’D,, = ZB,/ (K(2) —1). On fait un lien entre Z’'D,,
et ZD,, dans la Proposition 31 qui correspond a la Proposition 2.10 de tom Dieck.

Proposition 31. Le groupe Z'D, est le produit semi-direct de ZD,, avec Z/2 tel que le
générateur de 7|2, notée 7, agit sur ZD,, par U'involution décrite dans la Partie 4.2 et qui
est utilisée dans la Proposition 26.
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Démonstration. On note le produit se

21

mi-direct de ZD,, avec Z/2 par G. On définit deux

homomorphismes inverses ° :
[ G — ZD,
T, X0, X15 -+ 5 Xp—1 > Ko, KoK1K0, K15 - - -, Kn—1
g: zZ’D, — G
Ko, Klse--sKn—1 FH> T, X1,...Xp-1-

Il faut vérifier que f et g sont des homomorphismes. Comme x; ... x,_; satisfont aux

mémes relations que i, . .

., Kq_1, et comme 7 est I’identité sur x, ... x,_;, il faut vérifier

seulement les autres relations. On vérifie d’abord que f est un homomorphisme :

Sf(xox)

Sf(xox2x0)

f(r.x0)

f(r.xy)

(Kok1K0)K1
K1KoK1Ko
f(x1x0)

(KoK 1K0)K2 (KoK 1K0)
K()K]K(%KQKlK()
KoK1K2K1Ko
KoK2K1K2K0
Ko (KoK1Ko)K2
S(x2x0x2)
Ko(KoK1Ko)
K1Ko

fxr)
Sf@(xo)7)
KoK1
KoK1K0Ko
S(xo7)

= f(x(x)).

Puis on continue en vérifiant que g est un homorphisme :

8(KoK1KoK1)

8(K3)

8(KoK;)

11 est clair que f o g est I’identité

TX1TX]
XoTTXq
X0X1
X1X0

2
X1T° X9
X1TX1T
8(K1KoK1Ko)

= IG
=g(zp,)
TX;
XiT
8(kiKo)-

= pouri > 2

sur Z'Dn sur les «; tels que i > 1 et que g o f est

I’identité de G sur les x; pour i > 1. Alors on vérifie que f et g sont les inverses sur le reste

des espaces.

90n constate que xp doit étre envoyé sur kok1ko €t non pas kjkok; comme tom Dieck dit dans I’article.
Autrement, g o f(xp) # Xo, et on ne peut pas démontrer f(xox1) = f(x1x0) et f(xox2x0) = f(x2x0X2).
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foglko) =f(r)=ko
gof(r) =gko)=1
go f(xo) = g(kokiKo) = T.X1T = XoT° = Xo

On a bien que Z’'D,, est isomorphe au produit semi-direct de ZD,, et Z/2 par f. O

Dans la Partie 2.4 on a défini 1’algebre de Hecke a partir d’un groupe de Coxeter. On
peut aussi la définir a partir du groupe de tresse d’un groupe de Coxeter, ce que 1’on fait
ici. Nous définissons H’' D, I’algebre de Hecke associative et avec unité associée au groupe
de tresse Z'D,,. Donc H’'D,, a générateurs ko, . . ., k,—1 €t les relations de tresse définies au-
dessus et avec les relations quadratiques :

=1
K% =(g—-1Dkj+q pourj>1.

On constate que c’est I’algebre de Hecke de type B, telle que le parametre associé a ( est
specialisé a 1. On note HD,, I’algébre de Hecke associée au groupe de tresse ZD,,. On a la
Proposition 32 qui correspond a la Proposition 2.11 de tom Dieck.

Proposition 32. L’algébre H' D, est le produit croisé de HD,, et H[1]/(7> = 1).

Démonstration. Onnote ® = HD,x*$[1]/(t*>~1) le produit croisé de HD, et H[7]/(1>-1).
Nous définissons deux homomorphismes inverses :

¢: HD, — 6

Ko > T

K; > xjpour j>1
' & — H'D,

T > Ko

X0 > KoK1Ko

X > k;pourj> 1.

On a vérifié que ces fonctions respectent les relations de tresse et qu’elles sont inverse
I’'une de I’autre. Il nous reste a vérifier les relations quadratiques. Comme les «; et les
x; respectent les mémes relations quadratiques pour j > 1, il faut vérifier celles qui font
intervenir ko, Xg, €t T :

plko)* =7>=1=¢(1) = (x3)
'@ =g=1=¢"'"1)=¢""(")

¢ (x0)* = (KokiKo)(KoK1Ko)
K()K%K()
ko((g — Dk + @)xo
(g — D(kok1K0) + q(K3)
=(g- D¢ ' (x0) +¢
=¢7'((g = Dxo +q)
=¢71(x).

Donc ¢ est un isomorphisme et H’D,, est le produit croisé de HD,, et [7]/ *-1. O

Il 'y a aussi une relation entre 7" D,, et H' D,, démontrée par la Proposition 33 qui corres-
pond a la Proposition 2.12 de tom Dieck.
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Proposition 33. L’algebre T' D, est un quotient de H' D, sous I’homomorphisme
¢: HD, — T'D,
Ky — -1
kj + pej—1pourj=1.

Et on a en plus que Bo ¢ = ¢’ o B o ¢ est défini comme dans le Lemme 14 de la Partie
3.1, B comme dans la Proposition 25 dans la Partie 4.2, et 8 '° de la facon suivante :
B : HD, — H'D,
X0 > KoKiKo
X; v+ kjpourj>1.

Démonstration. 11 faut vérifier seulement que ¢’ est un homomorphisme surjectif et puis
nous avons directement 7’ D, est un quotient de H’' D,,, spécifiquement 7' D,, = H' D,/ ker(¢").
On vérifie les relations de tresse dans 1’ordre qu’elles étaient données. On a
¢’ (kikjk;) = (p& — 1)(pej — 1)(pg — 1) pour |i — jl = 154, j > 1

= (p’&icj — pe; — pe + 1)(pe; — 1)

= p3€i6j€i - pZEjEi — [)261-2 + p€ — pzé,'éj + DE;j + p€ — 1

=(p* - p* - p+2p)e - p(gj6 + €€)) + pe; — 1

= p€ — pz(ejei + €i€j) + pe; — 1

= ¢/ (KjKiK;)
car le calcul démontre que I’image est symétrique en i et j. Pour la deuxieme relation, on
calcule les images de «ok Kok et de kjkokiko séparément. C’est la facon la plus facile pour
voir I’égalité. On a
¢’ (kok1KoKk1) = (& — 1)(per — 1)(€p — 1)(per — 1)

= (peoel — per — € + ) (peger — per — g + 1)

= p’eer el — PPl €e —pe&el + pey€r —17260612 +P2€12 + p€€l — pel — PEyE € t PEL €Y +
63—60+p60€1 —pe—e+ 1

= p2d€o€1 —p2d€| —2pegel + peye —p2d€Q€1 +p2d61 + Pey€El — PEI — PEYEL €Y + PEIEY +
26y — € + pepel — pep — € + 1

= pE€€l — P€1 — PEEIE + peE€y — per + 1

= p(eye + €16 — p€r€g — 2€1) + 1
et
¢’ (k1kok1Ko) = (per — (€ — D)(per — (& — 1)

= (pereg — € — per + 1)(perey — g — pey + 1)

= p261€0616() — PE)EI€Y — p26126() + pE€r€y — pflég + Eg + pEl€y — € — p2616()61 + pev€el +
p*el — pel + perey — € — per + 1

= p2d61 €) — PEYEIEY — p2d61 € + pel€y — 2pel€y + 26y + perey — € — p2del + peyer +
p*de — pei + peey — & — pey + 1

= —p&€I€ + PEI§ + Pep€l — pe| — per + 1

= p(—€e€ & + €16 + 0] — 2€1) + 1.
Donc on a bien ¢’ (kok1kok1) = ¢’ (K1KoKk1Ko). Pour i et j tels que [i — j| > 2, on a ¢’ (kik;) =
(pei—1)(pej—1) = (pej— D(pei—1) = ¢'(x ;) car €€ = €j€; quand [i— j| > 2. Finalement,
¢k =(—1)1 =6 -2q+1=1=¢(1)=¢ ).

11 faut vérifier la relation quadratique pour ; pour j > 1:
¢'(5) = ¢'((q = DK + )

=(g—-D¢'(kj) +¢

10Ay Tieu de a, il faut lire 8. C’est pour ¢a que nous avons changé la notation. Ici 8’ correspond a @ chez tom
Dieck.
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= D(pe = D+ p?
p3ej—pej—p2+1+p2

= p’e; — pej + 1

= p3ej + pej —2pe; + 1

=p(p+p e —2pe + 1

= pzdej —2pej +1

= pze? —2pej +1

= (pe; = 1

= ¢’ (k)%
Donc ¢’ est un homomorphisme de H'D,, a T'D,,. 1l est surjectif car ¢'(kg + 1) = € et
(p’(p‘l(Kj +1)) = p‘l(pej —1+1) = ¢;. Donc on a I’algebre 7’ D,, est bien un quotient de
I’algebre H'D,,.

On considere Bogpet ¢’ of’.On a

Bog: HD, —s TD, £, 7,
X — pej—1, e +— (g — Dei(eg— 1)
ej €;jpour j>1, et
¢ of: HD, - HD, ., T'D,
X0 — KoK1Ko, Ko +F— (eg—1)
X — Kj, Kj +—  pe—1pourj>1.

Alors on a o (xg) = B(peg — 1) = p((eg — Der(en — 1)) — 1 = pg’ (ko)er¢’ (k1) — ¢’ (k3) =
@' (ko)(per — D)@’ (ko) = @' (k0)¢’ (k1)¢" (K0) = ¢ (Kok1K0) = ¢” © 5’ (x0). On a aussi pour j > 1
Bow(x)) = pe;—1=¢'(kj) = ¢" o f'(x). =

6. L’ALGEBRE T'D,,

Dans cette partie, nous étudierons la structure de 7”D,, et de T’ D,,, I'image de 3, pour p
pas une racine de 1’unité. Aussi on suppose que 9 est de caractéristique zéro et algébrique-
ment clos. On a vu avant que 7’D,, est une spécialisation de type B,, donc il faut donner
quelques précisions pour adapter les résultats de [7].

En utilisant I’isomorphisme de la Partie 4.2, dans la Partie 6.1 on regardera un résultat
général des modules de restriction et d’induction pour 7’ D,, et un sous-algebre. Puis dans
la Partie 6.2, on trouvera une caractérisation des modules simples de 7"’ D,.

6.1. La proposition 3.2 de tom Dieck. Pour pouvoir identifier les modules simples de
T" Dy, il nous faudra un résultat général sur les modules simples de 7’D,, ~ & par la Pro-
position 26. Par la suite, il faut prendre $ un corps de caracteristique zéro et algébriquement
clos. On reprend la notation de la Partie 4.2. On a U est une algébre semi-simple avec un
automorphisme d’involution 7 sur 9, et soit D le produit croisé décrit dans la Partie 4.2.

Si U est un U-module, on note U” le U-module tordu par 7. Autrement dit, si ’action
de U sur U est définie par u - x, alors I’action de U sur U™ est définie par u.x = 7(u) - x.
On notera par la suite 7(#) = u*. Comme 7 est un automorphisme, U est irréductible si et
seulement si U™ est irréductible.

On définit I’automorphisme d’involution o de ® par o(a + bt) = a — br. Si V est un
B-module, alors V est le B-module tordu par o. Encore, ¢’est a dire que u - v étant 1’action
de ® sur V, alors u.v = o(u) - v est I’action sur V. Alors V s’appelle le module conjugé.
Comme o est un automorphisme, V est irréductible si et seulement si V est irréductible.

Soit U est isomorphe a U7, soit non-isomorphe et de méme pour V et V. On dit que U
est de type I (resp. de type II) si U ~ UT (resp. U # UT). On dit que V est de rype I (resp.
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de type I) si V # V (resp. V = V). La Proposition 34, qui correspond 2 la Proposition
3.2 de tom Dieck expliquera la raison de ces notations. Dans son article, tom Dieck nous
renvoie sur la démonstration du Théoréme 7.3 dans le Chapitre VI de son livre [2] pour
les variations des démonstrations de ces résultats. Ici, on ne fait pas pareil ; on fera les
démonstrations plutdt algébriques [8].

Proposition 34. (1) SiV est un B -module simple de type I, alors res%V = U estun

module simple de type I et ind%,’U ~VaV.

(2) Si V est un B-module simple de type II, alors res%V =U@U etV ~ ind%?U =
indlszf UT. On a en plus que U et UT sont de type II.

(3) Si U est un W-module simple de type I, alors indlng ~ V@& V. Enplus, res%V ~
V=U.
(4) Si U est un U-module simple de type 11, alors ind%? U =V est un B-module simple

de type 1. En plus, res%V ~UsU".

Avant de démontrer la Proposition 34, il nous faut le lemme suivant.

Lemme 35. Pour U un W-module et V un B-module, on a :

res%ind%U ~UsU"

indl'?res%sv ~VaeV.

Démonstration. On se souvient que ¥ = U & Ur. Par définition, on a que ind%,’ ) =

. ) _
B @ U. Ceci donne mdu(U) =UeuUeolrey U.

res%ind%?U = resi(u oy UelUrey U)
= resy Uey U)o res%(llT e U)
=UeaU".
La derniere égalité résulte de 1’action de U sur res%(ll ® U) et res%(ll‘r ®y U). En

effet,pouru e Uetx € U, u.(1®x) = u®x = lQu.xet u.(r®x) = ut®x = 7u' ®x = TQuU" x.
Donc ceci donne

B. By, T
resumduU ~UaU".
1l nous reste a voir
LB Dy v
mdu resuV ~VeV.
Onrécrit Bcomme D =(1®1+77)®{(1®1—-7®T). On note res%V = V’. Alors,

indilfv’ =¥V ={ddl+7enV e(lel -1V =~ V @V car la premiere

composante est isomorphe 2 V et la deuxiéme est isomorphe 2 V.

En effet, U agit sur (1@ 1 + 7 7)®(1® 1 —-7®7) comme U . Pouru € Uetv eV,
ul®v =u®v=1Quyvetu.T®Tv = ut®Tv = T @Tv = T®U 7V = T®7u.v. On a aussi que
T agit sur la premiére composante par T et sur la deuxieme composante par —7. En effet,
TARV+TRTY) = T®V+T?QTV = T®V+1®TV = 1@ TV + 1 ® (1) = 1 ®(T.V) + TR T(T.V)
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etr(1®v—Tm) =10V -1’V =107v—- 181 =18 (-7.v) - T® 7(~7.v). Donc
on a bien que

indl’;?res%?V =VeV.
O

Démonstration. On commence la démonstration de la Proposition 34. On va utiliser deux
résultats de la théorie de réprésentations. La réciprocité de Frobenius dit que si U estun U
-module et V est un B -module, alors

Homy(U, res3 V) = Homgy(ind3 U, V).

Deuxiemement, dans le cas ou § est algébriquement clos, V est un & -module simple si et
seulement si Homg(V, V) est de dimension 1.

ey

@

3

On suppose que V est un B -module de type I. On note U = res%V. D’apres le

Lemme 35, ind%3 U= ind%? res%V = V@V. On utilise la réciprocité de Frobenius :

Homy(U, resQV) ~ Homey(indy res{ V. V) = Homp(V @V, V).

Comme V est de type [, tout foa : V SveV LS V, o1 B est la projection de
la deuxieme composante, est égal a zéro par le Lemme de Shur. Donc pour tout
a € Homgp(V,V & ‘_/) =~ Homgp(V @ v, V), 'image de « est inclus dans V. Donc
Homg(V,V @ V) ~ Homgy(V, V), ce qui est de dimension 1 comme V est simple.

Donc Homyy (U, res% V) est de dimension 1, et donc U = res%V est simple.

Par le Lemme 35 res’i?indi‘? U = UeU". On considere Homy (U, res%(ind% U))

Hom%(ind%5 U, ind%? U), ce qui n’est pas de dimension 1 car indl?U = VeV nest

pas simple. Pour tout @ € Homy (U, res%(ind%U)), siBoa: U SUeuUT i
UT est égal a zéro, par le méme raisonement que dans le paragraphe précédent,
Homy (U, res (ind$ U)) = Homy (U, U) et donc serait de dimension 1. Si foa #
0, par le lemme de Shur, c’est un isomprphisme et donc U = U est de type L.

Soit V un B -module simple de type II. On note U’ = res% V. Par la réciprocité de

Frobenius et le Lemme 35,
Homy(U', resy V) = Homay(indJU", V) = Homg(V & V. V)

ce qui est de dimension 2 car V =~ V. Donc Hom(U’, U’) est de dimension 2 et
U’ estde laforme U @ U; ou U et U, sont simple est U # Uj.

Ou bien U =~ U7, ou bien U; ~ U". En effet, U’ ~ U’ parce que V =~ V7 et

_ By o Dy
U—resuV—resuV.

Par le Lemme 35, V@& V = indfo’ - indfo ® indi‘lfUl. Donc ind%”u et

ind%,’ U, sont simples et isomorphes a V. On considere res% indﬁ5 U=Us U =~
resQV = U Uy. Alors Uy = UT # U.
Soit U un U -module simple de type I. On note V' = ind% U. Par la réciprocité de

Frobenius,
Homyy (U, reslﬂfV') o~ Hom%(ind%?U, V.

~
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D’apres le Lemme 35, Homyy (U, res’glzfind%U) =~ Hom)(U,U & U"), ce qui est

de dimension 2 car U est de type 1. Donc indﬁ> U n’est pas simple. Alors car

Hom%(V’, V') est de dimension 2, on a que V est de la forme V& V, ou Vet V|
sont simples et V # V.

Aussi par Frobenius, Homg(V, ind%?U) = Homu(res%V, U). Ceci est de di-

mension 1. Si V est de type II, alors par (2), res?V =Uo®UT ou U estde type I,
D

ce qui serait une contradiction. Donc V est de type I et resy V est simple, et alors

égal a U. On retrouve de la méme fagon que res% Vi=U.

Il reste a démontrer que V| = V. Comme U = res% V,ona ind%? U=VeV =
ind% res%V =V @ V. Donc car V est de type I, on trouve V; = V.

(4) Soit U un Ul -module simple de type II. On note V = ind%j’ U. Alors

Homy (U, res% V)~ Hom%(ind%? U V).

Comme U # U™, Homy(U, res%V) = Homyy (U, U) est de dimension 1 car U est
simple. Donc V = ind%?U est simple. D’apres le Lemme 35, res’ﬁ’V =UeU".
Il reste a voir que V est de type II. Par la réciprocité de Frobenius,

Homu(res’;lf\/, res% V)~ Hnm%(ind%?res%\/, V).

Ceci n’est pas de dimension 1 car U @ UT n’est pas simple. Donc, I’ensemble de
homorphismes de V dans V @ V est de dimension plus que 1. Alors, il doit exister
un homomorphisme, a, tel que im, N V est nonvide. Par le Lemme de Shur, @ est
un isomorphisme entre V et V. Donc V est de type II.

]

6.2. Les modules simples de 7" D,. Dans cette partie, nous utiliserons les résultats de
la Partie 6.1 et [7] pour trouver les modules simples de 7’D,, et T"”" D,, (quand p n’est pas
une racine de I’unité). On se rappelle de la définition de 7’D,, donnée dans la Partie 4.2.
Lalgebre T’ D, est une spécialisation de 1’algebre de Temperley Lieb de type B,, que tom
Dieck étudia dans son article [7]. On trouva une fonction 8 de T D,, dans T’ D,, dont I’'image
est T”D,. Comme T’D,, est une variante de T B,, il faut modifier les résultats de [7] pour
qu’ils conviennent a cette situation.

Pour appliquer le résultat de [7], tom Dieck nous propose les idempotents de 7’ D,,, fi et
8k avec quelques proprietés. On constate que les éléments f; et g donnés dans ’article [8]
ne sont pas les idempotents. Ici, on corrige les formules pour se mettre en accord avec
I’article [7]. Entre les articles [8] et [7], p corresponde a —A?. On note p’ = \-p =A, ce
qui existe car § est algébriquement clos. On note

tk _ -k
Pk = p/ p/—l :
p—-p
Alors, selon I’article [7], 1
P
Je = fimr + 7 Si-1€fir
2k+1

Hop corrige les fautes dans 1’écriture de fi et gx dans [8] en utilisant leur formules données dans [7].
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et

szfsg €2
k=1 €k8k—1-
Poiq

Tammo tom Dieck utilisa les idempotents dans [7] pour démontrer la structure du dia-
gramme de Bratteli pour T B, le diagramme qui décrit les restrictions et inductions des
modules simples de TB,, a TB,_; et T B, respectivement en termes des modules simples
de TB,_; et TB,.;. Dans I'article [8], tom Dieck démontre que le diagramme de Bratteli
est le méme pour 7’D,_; C T’D,. Plus spécifiquement, 7D, a n + 1 modules simples
distincts : My(n), Mi(n), ..., M,(n) de dimension (';)

On se rappelle de la notation des Parties 4.2 et 6.1. On a ® =~ T’D, est isomorphe au
produit croisé de W = TD,/J et H[r]/ (> = 1). On utilisera le diagramme de Bratteli et
la Proposition 34 pour identifier les modules simples de 7" D,, dans le Théoréme 36 qui
correspond au Théoreme 3.1 de tom Dieck.

8k = 8k-1t

Théoreme 36. Les modules simples de T D,, sont :

R

(1) pour n = 2k + 1, les restrictions resOM; pour j < k. On a en plus resOM;
u-/ ury
res%Mn_ e

(2) pour n = 2k, les restrictions res%M j» pour j < k. Dans ce cas res%M j

R

res%Mn_j. Le module res%Mk est las somme directe de deux T"' D,-modules
simples de la méme dimension.

Démonstration. D’aprés la Proposition 34, il suffit de connaitre les modules M ;(n). (S’il
est simple de type I, res%M j(n) estun T"” D,-module simple ; s’il est de type II, res%M ()

est la somme de deux 7"’ D,-modules simples de méme dimension.)
On note res,_ la restriction de T’D,y a T’'D,,_;. Le diagramme de Bratteli nous dit 12

res,iMjn) =M (n-1DoMjn-1), 1<j<n-1
resp-1Mo(n) = Mo(n — 1),
res, \M,(n) =M, (n—1)

Pour tout 7’ D,,-module simple M, son type d’isomorphisme est déterminé par res,—1 M.
En effet, tout 7’ D,-module simple est isomorphe a un M;(n). Si M;(n) =~ Mj(n), alors
res,_1Mj(n) = res,_1Mj(n). Aussi si res,_1M;(n) = res,_1Mj(n), alors, M;_1(n - 1) ®
Min—1)=My_(n—1)® Mj(n—1). Comme tous les M;(n — 1) sont distincts, j = j’ et
donc M(n) = Mj(n)

On démontre par récurrence que W ~ M,_;(n). Comme les M ;(n) sont distincts, ¢a
veut dire que M ;(n) est de type I sauf dans le cas ol j = n — j. C’est a dire quand n = 2k,
M (n) est de type L.

La récurrence commence avec n = 1, autrement dit quand 1’algébre 7’ D,, est engendrée
par 7. Dans ce cas, elle est isomorphe a Z/2.

On veut démontrer que My(1) =~ M;(1). Le module M(1) est le module trivial ol T agit
par 1, et My(1) est le module de dimension 1 ou 7 agit par —1. Donc, comme My(1) est
aussi un module simple de dimension 1 ol 7 agit par —7 et donc par —1, My(1) ~ M;(1).

On suppose que M(n — 1) = M,_;_j(n — 1). On constate que la conjugasion est compa-
tible avec la restriction. C’est a dire res,_ M ;(n) = resn_lm. Alors, onares,_M;(n) =
resn_le(n) = M,~_1(n - M_,‘(n -1 = M,;](l’l -De M,(I’l -1 = Mn_1_(j_|)(l’l -De

129} est clair que tom Dieck voulait dire que res,—1 M (n) estégala M;_j(n—1)®Mj(n—1)pour 1 < j<n-1
et non pas égal a M;_1(n— 1) & M;(n).
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M,_1-j(n—-1) = M,_; ® M(,_j—1 par récurrence. D’apres le diagramme de Bratteli, on a

res,_1Mj(n) = res,_iM,_;j(n). Donc comme le type d’isomorphisme est determiné par la
restriction a 7' D,,_y, M j(n) = M,,_;(n).

Alors, sin = 2k + 1, W ~ M,_j(n) # M;(n) car tous M;(n) sont distinctes. Donc
M (n) est de type 1. D’apres la Proposition 34, res%M jn) = res%f M,_j(n) estun T”D,-
module simple.

Sin = 2k, W ~ M,_;(n), ce qui n’est pas isomorphe a M;(n) pour j # k car tous

M j(n) sont distincts. Donc M ;(n) est de type 1. D’aprés la Proposition 34, res’%? Mjn) ~

res%Mn_j(n) est un 7" D,-module simple. Pour j = k, Mj(n) = M,_j(n) = M;(n) est
de type II. Donc il est la somme directe d’un 7" D,-module simple U et U™ qui est aussi
simple, non-isomorphe a U, et de la méme dimension que U.

Alors, il faut voir qu’il n’y a pas d’autre 7"’ D,,-module simple. Soit U un 7"’ D,,-module

simple. S’il est de type I, alors indl’?U =~ M;n)® M,_;(n) et res%Mj(n) = U ou M (n) est

de type I d’apres la Proposition 34. Si U est de type 11, alors ind%,’ U = M;(n) ou M;(n) est
de type II. C’est a dire M j(n) ~ M,_;(n) etdoncn = 2j,eton a res%Mj(n) =UeU" O
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